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o dozwolone sa dwie nieobecnosci (usprawiedliwienia dotycza trzeciej i
kolejnych)
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punkty; z kazdego nalezy uzyska¢ co najmniej 50% punktéw

@ Ocena koncowa z ¢wiczen a wynik procentowy:
[50%,60%) = 3,0, [60%,70%) = 3,5,
[70%,80%) = 4,0, [80%,90%) =4,5, [90%,100%]=75,0
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Warunki zaliczenia éwiczen

dozwolone sa dwie nieobecnosci (usprawiedliwienia dotycza trzeciej i
kolejnych)

dwa kolokwia w semestrze (K1, K2), kazde sktadajace sie z 5 zadan po 4
punkty; z kazdego nalezy uzyska¢ co najmniej 50% punktéw

Ocena koncowa z ¢éwiczen a wynik procentowy:

[50%,60%) = 3,0, [60%,70%) = 3,5,

[70%,80%) = 4,0, [80%,90%) =4,5, [90%,100%]=75,0

miedzy 9. a 15. tygodniem osoby, ktére jeszcze nie zaliczyty przedmiotu lub
chca uzyska¢ lepsza ocene, beda miaty mozliwo$¢ poprawy K1, K2 lub pisania
kolokwium semestralnego (KS); przeprowadzone zostang dwa terminy
poprawkowe



Moje dane

@ e-mail : dawi@matman.uwm.edu.pl
o www: http://wmii.uwm.edu.pl/ ~ kairr/dawi
@ godziny konsultacji : poniedziatki 9:45 - 10:30, 12:45 - 14:00

Warunki zaliczenia éwiczen

dozwolone s3 dwie nieobecnosci (usprawiedliwienia dotycza trzeciej i
kolejnych)

dwa kolokwia w semestrze (K1, K2), kazde sktadajace sie z 5 zadan po 4
punkty; z kazdego nalezy uzyska¢ co najmniej 50% punktéw

Ocena koncowa z ¢wiczen a wynik procentowy:

[50%,60%) = 3,0, [60%,70%) = 3,5,

[70%,80%) = 4,0, [80%,90%) =4,5, [90%,100%]=5,0

miedzy 9. a 15. tygodniem osoby, ktére jeszcze nie zaliczyty przedmiotu lub
chca uzyska¢ lepsza ocene, beda miaty mozliwo$¢ poprawy K1, K2 lub pisania
kolokwium semestralnego (KS); przeprowadzone zostang dwa terminy
poprawkowe

aktywnos$¢ - moze zosta¢ dodatkowo nagrodzona przy wystawianiu oceny
koncowe;j



Niech beda dane niepuste zbiory X i Y.

Funkcja nazywamy przyporzadkowanie kazdemu elementowi ze zbioru X
dokfadnie jednego elementu ze zbioru Y :




Niech beda dane niepuste zbiory X i Y.

Funkcja nazywamy przyporzadkowanie kazdemu elementowi ze zbioru X
doktadnie jednego elementu ze zbioru Y :

Vxe X 3dlyeY|f(x)=y.




Niech beda dane niepuste zbiory X i Y.

Funkcja nazywamy przyporzadkowanie kazdemu elementowi ze zbioru X
doktadnie jednego elementu ze zbioru Y :

VxeX3lyeY|f(x)=y.

Przyktad funkcji. (x) = /x.



Niech beda dane niepuste zbiory X i Y.

Funkcja nazywamy przyporzadkowanie kazdemu elementowi ze zbioru X
doktadnie jednego elementu ze zbioru Y :

Vxe X 3dlyeY|f(x)=y.

Przyktad funkcji. f(x) = /x.
Cwiczenie. Okregiem o $rodu w punkcie (0,0) i promieniu r nazywamy zbiér
punktéw spetniajacych warunek:

Czy to réwnanie jest funkcja?



Niech beda dane niepuste zbiory X i Y.

Funkcja nazywamy przyporzadkowanie kazdemu elementowi ze zbioru X
doktadnie jednego elementu ze zbioru Y :

VxeX3lyeY|f(x)=y.

Przyktad funkgcii. f(x) = /x.
Cwiczenie. Okregiem o $rodu w punkcie (0,0) i promieniu r nazywamy zbiér
punktéw spetniajacych warunek:

Czy to réwnanie jest funkcja?
@ Funkcja réznowartosciowa (iniekcja, injekcja).

Funkgje f(x) nazywamy réznowartosciows, jesli dla dowolnych dwdch réznych
argumentdéw przyjmuje rézne wartosci:

Vxi,x0 € D (x1 # xo = f(x1) # f(x2))




Cwiczenie Korzystajac z definicji, zbada¢ réznowartosciowos¢ funkcji na podanych
przedziatach:
a) a(x) =x2—3x,R;  b) b(x) =&, (—00;0); «¢)c(x)=x>+1,R.



Cwiczenie Korzystajac z definicji, zbada¢ réznowartosciowosé funkcji na podanych
przedziatach:
a) a(x) = x2 —3x, R; b) b(x) = &, (—00;0); ¢) c(x)=x>+1, R.

@ funkcja monotoniczna

Definicja
1. Funkcja f jest rosnaca na zbiorze A C D, jezeli

Vi xea[(x1 < x2) = (f(x1) < f(x2))] -
2. Funkcja f jest niemalejaca na zbiorze A C D, jezeli

Vi eal(a <x2) = (f(x1) < ()]
3. Funkcja f jest malejaca na zbiorze A C D, jezeli

Vi xea (1 < x2) = (f(x1) > f(x2))] -

4. Funkcja f jest nierosnaca na zbiorze A C D, jezeli

vX],,XzGA [(Xl < X2) = (f(Xl) > f(Xz))] .




Cwiczenie. Korzystajac z definicji, uzasadni¢, ze podane funkcje s3 monotoniczne
na wskazanych zbiorach:

a) a(x) = x*, B b) b(x) = L, (0; +x);

c) c(x)*x +x2 +1, (—o0; 0]; )d(x):—4x+5 R;

) e(x) = &, (~o0;0); f) F(x) = gk, [1; +oo).



Ciagi liczbowe

Niech N = {1,2,3,...} - zbiér liczb naturalnych.

Ciag (nieskonczony) to funkcja odwzorowujaca zbidr liczb naturalnych w zbiér
liczb rzeczywistych, tzn. funkcja postaci a : N — R. Wartosci takiej funkgji dla
kolejnych liczb naturalnych nazywa sie wyrazami ciggu i oznacza a;, ap, as,....

Ciagi mozemy okreslac :
@ przy pomocy wzoréw ogélnych, np. a, = 352 d, =/n+7
@ rekurencyjnie:

1, dla n=1

282,43, dla n>1

e cigg Fibbonaciego :

° a, =

1 1 2 3 5 8 13 21
Jak go opisa¢ rekurencyjnie?

@ opisowo: (c,) oznacza n-t3 cyfre po przecinku rozwiniecia dziesietnego

Iiczby\/g.



Przyktad wykresu ciggu a, = 251
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Monotonicznos¢ ciagu

Ciag (an) nazywamy :
@ rosnacym, jesli ¥n e N: a, < apyy
@ niemalejacym, jesli ¥n € N: a, < api1
© malejacym, jesli ¥Yn e N: a, > api1

Q nierosngcym, jesli ¥\n € N: a, > a,11

Ciagi nierosnace lub niemalejace nazywamy monotonicznymi.



Monotoniczno$c ciagu

Definicja

Ciag (an) nazywamy :
@ rosnacym, jesli ¥n e N : a, < apy1
@ niemalejacym, jesli Yn e N : a, < api1
© malejacym, jesli Yn e N: a, > apiq
Q nierosngcym, jesli ¥\n € N: a, > a,11

Ciagi nierosnace lub niemalejace nazywamy monotonicznymi.

Jak bada¢ monotonicznos¢ ciagu?



Monotonicznos¢ ciagu

Definicja

Ciag (an) nazywamy :
@ rosnacym, jesli Y¥n e N: a, < ap11
@ niemalejacym, jesli ¥n e N: a, < api1
© malejacym, jesli ¥Yn e N: a, > apyq

Q nierosnacym, jesli ¥n € N: a, > ap11

Ciagi nierosnace lub niemalejace nazywamy monotonicznymi.

Jak bada¢ monotonicznos¢ ciagu? ((bn)-ciag o wyrazach dodatnich!)
bn+1 .
Gn41 — dn b Ciag
n
>0 >1 rosnacy
<0 <1 malejacy
>0 > 1 | niemalejacy
<0 <1 nierosnacy




Monotonicznos¢ ciagu

Definicja

Ciag (an) nazywamy :
o
(2]
o
(%)

rosnacym, jesli ¥Yn € N: a, < api1

malejacym, jesli ¥Y\n e N: a, > a 11

niemalejacym, jesli ¥n e N: a, < ap1

nierosngcym, jesli ¥\n € N: a, > a,1

Ciagi nierosnace lub niemalejace nazywamy monotonicznymi.

Jak bada¢ monotonicznos¢ ciagu?

b .
An41 — Qn Z_H Cqu
n
>0 >1 rosnacy
<0 <1 malejacy
>0 > 1 | niemalejacy
<0 <1 nierosnacy

((bn)-ciag o wyrazach dodatnich!)

Zadanie Zbadaé¢ monotonicznosé
ponizszych ciagdw :

a) kn=n?>+3n+2,b) b, = 33
C) an = 77:_‘_47 d) dn = %;7

e) a, = "nTlvf) b, = %a

g) by=2-3"



@ funkcja "na" (suriekcja, surjekcja)

O funkcji méwimy, ze jest "na", jesli osiaga wszystkie wartosci ze swojej
przeciwdziedziny.



@ funkcja "na" (suriekcja, surjekcja)

O funkcji méwimy, ze jest "na", jesli osigga wszystkie wartosci ze swojej
przeciwdziedziny.
Przyktady:
o funkcja f(x) = x? jest funkcja dziatajaca ze zbioru R "na" zbiér R, U {0}
(f: R = R, U{0})
o dla kontrastu mozemy powiedzie¢, ze f(x) = x? jest funkcja dziatajaca ze
zbioru R w zbiér R (f : R — R)



@ funkcja "na" (suriekcja, surjekcja)

O funkcji méwimy, ze jest "na", jesli osiagga wszystkie wartosci ze swojej
przeciwdziedziny.
Przyktady:
o funkcja f(x) = x? jest funkcja dziatajaca ze zbioru R "na" zbiér R, U {0}
(f: R = R, U{0})
o dla kontrastu mozemy powiedzie¢, ze f(x) = x? jest funkcja dziatajaca ze
zbioru R w zbiér R (f : R — R)

Zadanie Zbada¢, czy podane funkcje f:X — Y sg"na™

a) f(x) =sinx, X =[0,27), Y =[-1,1];
b) f(x) =sinx, X =(0,2x), Y =[-1,1];
c) f(x) =sinx, X =[m,27), Y [—1,1];
d) f(x)=x% X=R, Y =(0,00);
e) f(x)=2%, X=R, Y =10,00);
f) f(x) =x+21 X=(0,00), Y =[2,00)



Q bijekcja

Bijekcja (funkcja wzajemnie jednoznaczna) nazywamy funkcje, ktéra jest
Jjednoczesnie réznowartosciowa i "na" :

"injekcja + surjekcja = bijekcja".




Q bijekcja

Bijekcja (funkcja wzajemnie jednoznaczna) nazywamy funkcje, ktéra jest
Jjednoczesnie réznowartosciowa i "na" :

"injekcja + surjekcja = bijekcja".

@ funkcja (nie)parzysta
Funkcja f jest parzysta, jesli spetnia réwnanie f(x) = f(—x).
Funkcja f jest nieparzysta, jesli spetnia réwnanie f(—x) = —f(x).



Q bijekcja

Bijekcja (funkcja wzajemnie jednoznaczna) nazywamy funkcje, ktéra jest
Jjednoczesnie réznowartosciowa i "na" :

"injekcja + surjekcja = bijekcja".

@ funkcja (nie)parzysta
Funkcja f jest parzysta, jesli spetnia réwnanie f(x) = f(—x).
Funkcja f jest nieparzysta, jesli spetnia réwnanie f(—x) = —f(x).
To, ze funkcja nie jest parzysta, nie oznacza, ze jest nieparzysta!!l!



Q bijekcja

Bijekcja (funkcja wzajemnie jednoznaczna) nazywamy funkcje, ktéra jest
Jjednoczesnie réznowartosciowa i "na" :

"injekcja + surjekcja = bijekcja".

@ funkcja (nie)parzysta
Funkcja f jest parzysta, jesli spetnia réwnanie f(x) = f(—x).
Funkcja f jest nieparzysta, jesli spetnia réwnanie f(—x) = —f(x).
To, ze funkcja nie jest parzysta, nie oznacza, ze jest nieparzysta!!l!
Cwiczenie Wskaza¢, ktére z ponizszych funkcji sa parzyste, a ktére
nieparzyste :

2+ x?
— 4 2 _ —_
a(x) =x" =3x"+1, b(x) = 5 c(x) = x|x|,

d(x) =|sin x|, e(x) = 2° + 27, f(x) = x> + x2.



O funkcja okresowa

Funkcja f : X — R jest okresowa, jesli

AT >0VxeX(x£TeX A f(x+T)=f(x)).

Liczbe T nazywamy okresem funkcji.



O funkcja okresowa

Funkcja f : X — R jest okresowa, jesli

AT >0VxeX(x£TeX A f(x+T)=f(x)).

Liczbe T nazywamy okresem funkcji.
Przyktady - wykresy funkcji trygonometrycznych.



O funkcja okresowa

Funkcja f : X — R jest okresowa, jesli

AT >0VxeX(x£TeX A f(x+T)=f(x)).

Liczbe T nazywamy okresem funkcji.
Przyktady - wykresy funkcji trygonometrycznych.

@ dziedzina naturalna funkgji

Dziedzing naturalng funkcji f nazywamy najwiekszy podzbior zbioru liczb
rzeczywistych, dla ktérego ta funkcja ma sens.




O funkcja okresowa

Funkcja f : X — R jest okresowa, jesli

AT >0VxeX(x£TeX A f(x+T)=f(x)).

Liczbe T nazywamy okresem funkcji.
Przyktady - wykresy funkcji trygonometrycznych.

@ dziedzina naturalna funkgji

Dziedzing naturalng funkcji f nazywamy najwiekszy podzbior zbioru liczb
rzeczywistych, dla ktérego ta funkcja ma sens.

Jakie dziedziny naturalne maja ponizsze funkcje?

g(x) =x"=3x*> +1, h(x) = ¥x, i(x) = 7)(3—’—1 ,
x?+5x+6

k(x) = VX2 49, I(x) = ¥/—x2 + 2x — 8, j(x) = V/x® + 5x — 14,

.1
m(x) = sin >



ROWNANIA WIELOMIANOWE STOPNIA n > 3

Definicja
Wielomianem (funkcja wielomianowa) zmiennej rzeczywistej x nazywamy funkcje
postaci

W(x) = apx" + an_1x""' + -+ ayx + ao,
gdzie a; e R Vi ={0,1,...,n}, ne NU{0}.
Stopien wielomianu, to najwyzsza potega, w ktdrej wystepuje zmienna w tym
wielomianie, np. stopieri wielomianu W (x) = ax* + 27x? — 12x wynosi 4, jesli
wspotczynnik a # 0 albo 2 w przeciwnym przypadku.




ROWNANIA WIELOMIANOWE STOPNIA n > 3

Definicja

Wielomianem (funkcja wielomianowa) zmiennej rzeczywistej x nazywamy funkcje
postaci

W(x) = apx" + an_1x""' + -+ ayx + ao,
gdzie a; e R Vi ={0,1,...,n}, ne NU{0}.
Stopien wielomianu, to najwyzsza potega, w ktdrej wystepuje zmienna w tym
wielomianie, np. stopieri wielomianu W (x) = ax* + 27x? — 12x wynosi 4, jesli
wspotczynnik a # 0 albo 2 w przeciwnym przypadku.

Podstawowe sposoby rozwiagzywania rownan wielomianowych stopnia > 3:
@ wytaczenie wspdlnego czynnika przed nawias
@ sprowadzenie do réwnania stopnia nizszego
© wykorzystanie wzoréw skréconego mnozenia
@ grupowanie parami (tréjkami,. .. )
@ twierdzenie o pierwiastku catkowitym
Q@ twierdzenie o pierwiastku wymiernym
@ pomysty, sztuczki
@ metody przyblizone



Zadanie 1. Rozwigzaé ponizsze réwnania wielomianowe opierajac sie na metodach
1-4 z poprzedniego slajdu:

Q 93 -3x2+18x =0

Q@ x*-1=0

QO x*-3x34+x-3=0

Q 3x3-2x2-3x+2=0

Q@ 7x3+21x=0

Q@ xf-1=0

@53 +10x2+2x+4=0

QO xX3+2x2-9x—-18=0

QO x*+2xX3-6x>—12x=0

@ 8x3 —36x?+54x —27=0

@ X +x*+33+3x2 —4x—-4=0

@ xX°—-43+x*-4=0

® x°—xf=0

@ xF-2x04+x*=0



Jesli metody 1-4 zawodza, wtedy przechodzimy do metody nr 5, nastepnie
(ewentualnie) nr 6. Aby z nich korzystaé, oprécz samych twierdzer (o pierwiastku
catkowitym i wymiernym) nalezy umie¢ dzieli¢ wielomiany (w zasadzie wielomian
przez dwumian) i zna¢ twierdzenie Bezouta.



Jesli metody 1-4 zawodza, wtedy przechodzimy do metody nr 5, nastepnie
(ewentualnie) nr 6. Aby z nich korzystaé, oprécz samych twierdzer (o pierwiastku
catkowitym i wymiernym) nalezy umie¢ dzieli¢ wielomiany (w zasadzie wielomian
przez dwumian) i zna¢ twierdzenie Bezouta.

Dzielenie wielomianéw

Wykona¢ ponizsze dzielenia V,_l,/(( )) oraz jako wniosek zapisaé

wielomianu W/(x) uzywajac dwumianu P(x):
W(x)=x3+4x?2+x—6, P(x) =x+2
(x)=x* =33+ x> —4x+5, P(x)=x—1
(x)=x3-5x2+6x+1, P(x)=x-3

(x) =2x® —3x® — x2 — 80x — 156, P(x) =x—3
(x)=x*-5x34+3x+1, P(x)=x—1
(x)=x*-3x3+3x2—4x+3, P(x)=x-1
(x)=x5—x* =73 +8x2+5x -2, P(x)=x—2
(x)=x>+x+2, P(x)=x+1

(x) = x0 —4x® +2x2 + x +3, P(x) =x+1
(x)=x2 —x"—x5+1, P(x)=x—1.

6000000O0CO0COC
SSII====<=*X



Twierdzenie Bezouta

Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W(x) (tzn. W(a) = 0) wtedy i tylko
wtedy, gdy wielomian W(x) jest podzielny przez dwumian x — a.




Twierdzenie Bezouta

Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W(x) (tzn. W(a) = 0) wtedy i tylko
wtedy, gdy wielomian W(x) jest podzielny przez dwumian x — a.




Twierdzenie Bezouta

Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W(x) (tzn. W(a) = 0) wtedy i tylko
wtedy, gdy wielomian W(x) jest podzielny przez dwumian x — a.

Widzimy, ze twierdzenie Bezouta jest réwnowaznoscia : p < g, zatem zachodza
jednocze$nie twierdzenia p = q i g = p. W praktyce bedziemy wykorzystywaé
pierwsze z nich, tzn. Jesli liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W(x), to ten
wielomian jest podzielny przez dwumian x — a. Jesli nie umiemy poradzi¢ sobie z
réwnaniem wielomianowym W/(x) = 0 metodami 1-4, to schemat korzystania z
tw. Bezouta wydaje sie by¢ nastepujacy:



Twierdzenie Bezouta

Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W(x) (tzn. W(a) = 0) wtedy i tylko
wtedy, gdy wielomian W(x) jest podzielny przez dwumian x — a.

Widzimy, ze twierdzenie Bezouta jest rownowaznoscia : p < ¢, zatem zachodza
jednocze$nie twierdzenia p = q i g = p. W praktyce bedziemy wykorzystywaé
pierwsze z nich, tzn. Jesli liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W(x), to ten
wielomian jest podzielny przez dwumian x — a. Jesli nie umiemy poradzi¢ sobie z
réwnaniem wielomianowym W(x) = 0 metodami 1-4, to schemat korzystania z
tw. Bezouta wydaje sie by¢ nastepujacy:

© Zgadujemy jakie moze by¢ rozwigzanie tego réwnania, powiedzmy, ze jest to

liczba a.

Q
o



Twierdzenie Bezouta

Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W(x) (tzn. W(a) = 0) wtedy i tylko
wtedy, gdy wielomian W(x) jest podzielny przez dwumian x — a.

Widzimy, ze twierdzenie Bezouta jest réwnowaznoscia : p < ¢, zatem zachodza
jednocze$nie twierdzenia p = g i g = p. W praktyce bedziemy wykorzystywaé
pierwsze z nich, tzn. Jedli liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W(x), to ten
wielomian jest podzielny przez dwumian x — a. Jesli nie umiemy poradzi¢ sobie z
réwnaniem wielomianowym W(x) = 0 metodami 1-4, to schemat korzystania z
tw. Bezouta wydaje sie by¢ nastepujacy:
@ Zgadujemy jakie moze by¢ rozwigzanie tego réwnania, powiedzmy, ze jest to
liczba a.
@ Dzielimy wielomian W/(x) przez (x — a) (bo wiemy z tw. Bezouta, ze mozna
to zrobi¢). W wyniku dostajemy wielomian P(x), ktérego stopien jest o 1
nizszy niz stopien wielomianu W(x). Mamy zatem W(x) = (x — a)P(x) = 0.

o



Twierdzenie Bezouta

Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W(x) (tzn. W(a) = 0) wtedy i tylko
wtedy, gdy wielomian W(x) jest podzielny przez dwumian x — a.

Widzimy, ze twierdzenie Bezouta jest rownowaznoscia : p < g, zatem zachodza
jednocze$nie twierdzenia p = q i g = p. W praktyce bedziemy wykorzystywaé
pierwsze z nich, tzn. Jedli liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W(x), to ten
wielomian jest podzielny przez dwumian x — a. Jesli nie umiemy poradzi¢ sobie z
réwnaniem wielomianowym W/(x) = 0 metodami 1-4, to schemat korzystania z
tw. Bezouta wydaje sie by¢ nastepujacy:

@ Zgadujemy jakie moze by¢ rozwigzanie tego réwnania, powiedzmy, ze jest to

liczba a.

@ Dzielimy wielomian W/(x) przez (x — a) (bo wiemy z tw. Bezouta, ze mozna
to zrobi¢). W wyniku dostajemy wielomian P(x), ktérego stopien jest o 1
nizszy niz stopien wielomianu W(x). Mamy zatem W(x) = (x — a)P(x) = 0.

@ Szukamy rozwiazan réwnania P(x) = 0. Tu moga juz zadziata¢ metody
wczesniejsze metody; jesli nie, to znowu zgadujemy rozwigzanie i korzystamy
z tw. Bezouta.



Najwiekszym problemem schematu z poprzedniego slajdu jest fakt zgadywania
rozwigzan réwnania, poniewaz:
@ jest nieskonczenie wiele mozliwosci!; réwnanie moze mie¢ trudne do
zgadniecia rozwigzania, np. utamki, "duze" liczby naturalne, liczby
niewymierne

@ réwnanie moze nie mie¢ rozwigzan (ale to da sie czasami zauwazy¢).



Najwiekszym problemem schematu z poprzedniego slajdu jest fakt zgadywania
rozwigzan réwnania, poniewaz:

@ jest nieskonczenie wiele mozliwoscil; réwnanie moze mie¢ trudne do
zgadniecia rozwigzania, np. utamki, "duze" liczby naturalne, liczby
niewymierne

@ réwnanie moze nie mie¢ rozwigzan (ale to da sie czasami zauwazyc).
Znalez¢ rozwigzania ponizszych réwnan:

X3 —7x+6=0

8x3 4+ x2-23x+14=0

x3 4+ (V11 — 5v/3 — 3v/2)x? + (15v/6 — 3v/22 — 5v/33)x + 15v/66 = 0

X8+ (3v66 — 12¢/2)x* +5v/3 — /5 —3/2 =0



Wielomiany o wspétczynnikach catkowitych - twierdzenia



Wielomiany o wspétczynnikach catkowitych - twierdzenia

Niech W(x) = b,x" + b,_1x" "1 + - -+ + bix + by, b, # 0 bedzie wielomianem o
wspoétczynnikach catkowitych. Woéwczas:

Twierdzenie o pierwiastku catkowitym

Jesli liczba a jest pierwiastkiem catkowitym wielomianu W(x), to jest ona
dzielnikiem wyrazu wolnego by.




Wielomiany o wspétczynnikach catkowitych - twierdzenia

Niech W(x) = byx" + b,_1x" "1 + -+ + bix + by, b, # 0 bedzie wielomianem o
wspdtczynnikach catkowitych. Woéwczas:

Twierdzenie o pierwiastku catkowitym

Jesli liczba a jest pierwiastkiem catkowitym wielomianu W(x), to jest ona
dzielnikiem wyrazu wolnego by.

Pamietamy : (p = q) = (~ g =~ p)?



Wielomiany o wspétczynnikach catkowitych - twierdzenia

Niech W(x) = byx" + b,_1x" "1 + -+ + bix + by, b, # 0 bedzie wielomianem o
wspotczynnikach catkowitych. Wéwczas:

Twierdzenie o pierwiastku catkowitym

Jesli liczba a jest pierwiastkiem catkowitym wielomianu W(x), to jest ona
dzielnikiem wyrazu wolnego by.

Pamigtamy : (p = q) = (~ g =~ p)?

Cwiczenie 3. Czy liczba 3 moze by¢ rozwigzaniem ponizszych réwnan?
Q x> +3x* —5x3 —15x2 +4x+12=0
Q3x*—6x>+2x+8=0
Q V2x*—x246=0
Q x3—14—3x2—|—%x—|—%:0



Wielomiany o wspétczynnikach catkowitych - twierdzenia

Niech W(x) = b,x" + b,_1x" "1 4+ --- + bix + by, b, # 0 bedzie wielomianem o
wspoétczynnikach catkowitych. Woéwczas:

Twierdzenie o pierwiastku catkowitym

Jesli liczba a jest pierwiastkiem catkowitym wielomianu W(x), to jest ona
dzielnikiem wyrazu wolnego by.

Pamigtamy : (p = q) = (~ g =~ p)?
Cwiczenie 3. Czy liczba 3 moze by¢ rozwigzaniem ponizszych réwnan?
QO x®+3x* —5x3 —15x® +4x+12=0
Q 3x* —6x3+2x+8=0
Q V23 —-x2+6=0
Q 3-LUx243x+2=0
Cwiczenie 4. Podaj liczby catkowite, ktére moga by¢ rozwiazaniami ponizszych
réwnafn:
Q@ x> —5x+6=0
Q@ xS +2x* —31x2 +28=0
Q83 +x2-23x+14=0



Niech W(x) = b,x" + b,_1x" "1 + - -+ + bix + by, b, # 0 bedzie wielomianem o
wspoétczynnikach catkowitych. Woéwczas:

Twierdzenie o pierwiastku wymiernym

Jesli liczba wymierna g, gdzie 2 jest utamkiem nieskracalnym, jest pierwiastkiem
wielomianu W(x), to p jest dzielnikiem wyrazu wolnego by, za$ ¢ jest dzielnikiem
wspoétczynnika b,,.




Niech W(x) = b,x" + b,_1x" "1 + - -+ + bix + by, b, # 0 bedzie wielomianem o
wspoétczynnikach catkowitych. Woéwczas:

Twierdzenie o pierwiastku wymiernym

Jesli liczba wymierna g, gdzie 2 jest utamkiem nieskracalnym, jest pierwiastkiem
wielomianu W(x), to p jest dzielnikiem wyrazu wolnego by, za$ ¢ jest dzielnikiem
wspoétczynnika b,,.




Niech W(x) = byx" + by_1x" 1 + -+ + bix + by, b, # 0 bedzie wielomianem o
wspotczynnikach catkowitych. Wéwczas:

Twierdzenie o pierwiastku wymiernym

Jesdli liczba wymierna g, gdzie g jest utamkiem nieskracalnym, jest pierwiastkiem
wielomianu W(x), to p jest dzielnikiem wyrazu wolnego by, zas q jest dzielnikiem
wspoétczynnika b,

Cwiczenie 5. Podaé¢ liczby wymierne, ktére moga by¢ pierwiastkami wielomianu
W(x) o wspétczynnikach catkowitych, gdy

W(x)—x6+~-~+3
W(x)=4ax? +...+1
W(x) =12x19% 4 ... +5
(x) = 10x" +--- + 15

W (x



Zadanie 2. Znalez¢ rozwiazania ponizszych réwnan:
QO X —5x+2=0
Q@ 3+3x2-4=0
QO 3 -4x>+9=0
Q33+x°+x-2=0
QO xX*—2x2—-5x+6=0
0 33 +8x2+3x=2
Q@ 2x" —x*—x=0
Q 6x*+x3-20x2-3x+6=0
QO x* —x3-13x2+32x—-20=0
@ 36x* —108x3 +107x% —43x +6 =0
@ 3x* —4x3 - 14x> —4x +3=0
@ 8x* +14x3 —69x°> +14x +8=0
@ (x) x*+2x3-x>+2x+1=0
@ (x) ax*+b3+cx®+bx+a=0 a#0
@ (x) (x—3)x(x+1)(x+4) = —36 - sprobowac rozwigza¢ sprytnie.



Zadanie 3. Znalez¢ rozwigzania ponizszych nieréwnosci:
Q (x—3)(x+7)2(2x—-13)"<0
Q@ x(3x+2)(x —1)2(x> —6x+15) >0
QO xB(8—x)3(x+2)°%(x—15)>0
Q (X2 —7x+6)(x>—-3x+2)<0
QO (x> —16)(x2—5x+4)(x*-1)>0
O (x*+4)(x>—6x+5)(x*+6x+5) <0
Q@ X*(x* =102 +9)(x* —1)(81 — x*)(1 —x3) >0
Q X*(x* —8x2-9)(4—x?) <0
QO xX*-21x—10<0
@ x3—x>-37x—-35>0
@ x*+2x3 -x-2<0
@ x19—x®—8x"+8x5>0
® x* —5x3 +7x%+20x — 44 < 0.



Wielomiany - zadania z parametrem (dla chetnych)

@ Dla jakich wartoéci parametru k wielomian W(x) = x3 + k?x? — 4kx — 5 jest
podzielny przez dwumian x — 27

@ Uzasadnij, ze dla kazdej pary liczb rzeczywistych a, b dwumian x + (a + b)
jest dzielnikiem wielomianu W(x) = x3 + a® + b® + 3ab(a + b).

© Pierwiastkami réwnania
234+ mx®> —13x+n=0

sa liczby 2 i 3. Obliczy¢ m i n oraz trzeci pierwiastek réwnania.

@ Dla jakich wartosci a, b liczba 2 jest dwukrotnym miejscem zerowym
wielomianu W(x) = x* + (a — 2)x3 + bx? + (a + b)x + 4?

@ Liczba 3 jest dwukrotnym pierwiastkiem wielomianu
W(x) = x* — 3x> + ax® + bx — 18. Znajdz pozostate pierwiastki tego
wielomianu.

@ Dla jakich wartosci a, b, ¢ liczba 1 jest trzykrotnym rozwigzaniem réwnania
x*+adt+ b+ ex—1=07



Funkcja wymierna

1) Okresli¢ dziedzine i sprowadzi¢ do najprostszej postaci ponizsze wyrazenia:
X2 —7x+12
a) x2—4x+3
b) x2—Bx+4  x2+5x+4
x2—1 x2—16
o) (x3+8)(x+1)
x243x4+2




Funkcja wymierna

1) Okresli¢ dziedzine i sprowadzi¢ do najprostszej postaci ponizsze wyrazenia:
a) x2—7x+12

x2—4x+3
b) X2 —5x+4 | x2+5x+4
x2—1 x2—16
) (:3+8)(x+1)
x24+3x+2

2) Wyznaczy¢ dziedzinQ ponizszych funkcji:
a) f(x)= =% 7X 5
b) f(x) = m
C) f(X) _ X 442

x4—-16"




Funkcja wymierna

1) Okresli¢ dziedzine i sprowadzi¢ do najprostszej postaci ponizsze wyrazenia:

x2—7x412
a) ><2—4>:»3
b) X2 —25x+4 . x2+5x+4
x4—1 x2—-16
o) (3 +8)(x+1)
x243x4+2

2) Wyznaczy¢ dziedzine ponizszych funkgji:
2) f(x) = 55
b) f(x) = soram
c) f(x)=+2

— x%-16"

3) Wyznaczy¢ te wartosci parametru k, dla ktérych dziedzing funkgji (x) jest
zbior liczb rzeczywistych:

a) f(x) = 5w
2_
b) f(x) = st



Funkcja wymierna

1) Okresli¢ dziedzine i sprowadzi¢ do najprostszej postaci ponizsze wyrazenia:
a) x2—7x+12
x22—4x+3 R
x© —5x X x+4
b) 22 Rt
) (x3+8)(x+1)
x24+3x+2 °
2) Wyznaczy¢ dziedzing ponizszych funkgji:
a) f(x) = 5*75
b) f(X) = s
Q) fx)= 22
3) Wyznaczy¢ te wartosci parametru k, dla ktérych dziedzing funkcji f(x) jest

zbiér liczb rzeczywistych:
_ 1
a) f(X) T x2+42x+k
2
_ —4
b) f(X) - kx;+kx+1'
4) Rozwigza¢ ponizsze réwnania:
x3—x2—-3x—9 _
a) x3—-2x2-3x 0

12 _ 1-3x + 143x

) 1-9x2 — 1+3x 3x—1
C) 30 13 — 7+18x
x2—1 x24x+1 R x3—1
x+3 x=3 _ _x
i =S=wat!
e) 1 4 x2q10x __ 4x?421
x3 —x24x—1 x+1 = x%-1 x34x24x+1"



5) Wyznaczy¢ te wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie

2
x“+mx+4
a) x—4x+5 0

2
mx©+6x+3
b) x2 —4x+5 0
2
x“4+8x+m
C) x+3 =0.

ma doktadnie jedno rozwigzanie.

6) Rozwiaza¢ ponizsze nieréwnosci:
a) x242x—3 <0

b

C

2
X" +4x+4
2x2 —x—1 > 0

3
1 <0

™ Q.

S5 0R —+

x2+><74 < 1

! 2x—5

7) Znalez¢ takie wartosci parametru m, aby zbiorem rozwigzan nieréwnosci

2
X 4+2x+m
Ei3xis 0
2
x“+3x+5
) e, <0

byt zbior liczb rzeczywistych.

)
)
)
)
) -5 <4
)
)
)
a
)



Rozktad funkcji wymiernych za pomoca utamkéw prostych

Co nazywamy utamkami prostymi?



Rozktad funkcji wymiernych za pomoca utamkéw prostych

Co nazywamy utamkami prostymi?

Wyrézniamy dwa typy utamkéw prostych:



Rozktad funkcji wymiernych za pomoca utamkéw prostych

Co nazywamy utamkami prostymi?

Wyrézniamy dwa typy utamkéw prostych:
@ Ufamki proste pierwszego rodzaju to wyrazenia postaci

m

—_— dzie k / R N
CEY gdzie k 20, Ime R, ne



Rozktad funkcji wymiernych za pomoca utamkéw prostych

Co nazywamy utamkami prostymi?

Wyrézniamy dwa typy utamkéw prostych:
@ Ufamki proste pierwszego rodzaju to wyrazenia postaci

m

—_— dzie k / R N
CEY gdzie k 20, Ime R, ne

@ Ufamki proste drugiego rodzaju to wyrazenia postaci

rx+s

m, gdZiea?é07 b7C,r,5€R7n€N7 OraZb2_4aC<0.



Rozktad funkcji wymiernych za pomoca utamkéw prostych

Co nazywamy utamkami prostymi?

Wyrézniamy dwa typy utamkéw prostych:
@ Ufamki proste pierwszego rodzaju to wyrazenia postaci

m

—_— dzie k / R N
CEY gdzie k 20, Ime R, ne

@ Ufamki proste drugiego rodzaju to wyrazenia postaci

rx+s

m, gdZiea?é07 b7C,r,S€R7n€N7 OraZb2_4aC<O.

Kazda funkcja wymierna daje sie przedstawi¢ jako suma wielomianu i utamkoéw
prostych.




Algorytm rozktadu funkcji wymiernej za pomoca utamkéw prostych

Niech dana bedzie funkcja wymierna postaci % Wiedy:




Algorytm rozktadu funkcji wymiernej za pomoca utamkéw prostych

Niech dana bedzie funkcja wymierna postaci % Wiedy:

Q Jesli deg W(x) > deg Z(x), to dzielimy W(x) przez Z(x). Dzieki temu
mozemy przedstawic wielomian W (x) jako sume pewnego wielomianu oraz
funkcji wymiernej Z(x)’ gdzie deg Y'(x) < deg Z(x). Funkcje wymierna Z((X)

rozktadamy zgodnie z podpunktem drugim.




Algorytm rozktadu funkcji wymiernej za pomoca utamkéw prostych

Niech dana bedzie funkcja wymierna postaci % Wiedy:

Q Jesli deg W(x) > deg Z(x), to dzielimy W(x) przez Z(x). Dzieki temu
mozemy przedstawic wielomian W (x) jako sume pewnego wielomianu oraz
funkcji wymiernej Z(x)’ gdzie deg Y'(x) < deg Z(x). Funkcje wymierna Z((X)
rozktadamy zgodnie z podpunktem drugim.

@ Jezeli deg W(x) < deg Z(x), to

o Przedstawiamy Z(x) jako iloczyn czynnikéw nierozktadalnych (czynniki liniowe
lub drugiego stopnia z A < 0).




Algorytm rozktadu funkcji wymiernej za pomoca utamkéw prostych

Niech dana bedzie funkcja wymierna postaci % Wiedy:

Q Jesli deg W(x) > deg Z(x), to dzielimy W(x) przez Z(x). Dzieki temu
mozemy przedstawié wielomian W (x) jako sume pewnego wielomianu oraz

funkcji wymiernej Z(x)’ gdzie deg Y'(x) < deg Z(x). Funkcje wymierna Z((X)

rozktadamy zgodnie z podpunktem drugim.
@ Jezeli deg W(x) < deg Z(x), to
o Przedstawiamy Z(x) jako iloczyn czynnikéw nierozktadalnych (czynniki liniowe
lub drugiego stopnia z A < 0).
o Przewidujemy posta¢ rozktadu T)) na utamki proste, ktérych ksztatt zalezy
od czynnikéw w mianowniku. Dla kazdego czynnika postaci (kx + /)"

przewidujemy utamki proste postaci (kXMfl,)x (kxl\i/ =, gdzie M; to pewne,
szukane, state. Dla czynnikéw postaci (ax® + bx + xc)”, A < 0 przewidujemy
utamki proste postaci (axfgfbtf’:c)l e, (ax'g"j;;i"c -, gdzie R;, S; to pewne,

szukane, stafe.




Algorytm rozktadu funkcji wymiernej za pomoca utamkéw prostych

Niech dana bedzie funkcja wymierna postaci % Wiedy:

Q Jesli deg W(x) > deg Z(x), to dzielimy W(x) przez Z(x). Dzieki temu
mozemy przedstawié wielomian W (x) jako sume pewnego wielomianu oraz

funkcji wymiernej Z(x)’ gdzie deg Y'(x) < deg Z(x). Funkcje wymierna Z((X)

rozktadamy zgodnie z podpunktem drugim.
@ Jezeli deg W(x) < deg Z(x), to
o Przedstawiamy Z(x) jako iloczyn czynnikéw nierozktadalnych (czynniki liniowe
lub drugiego stopnia z A < 0).
o Przewidujemy posta¢ rozktadu T)) na utamki proste, ktérych ksztatt zalezy
od czynnikéw w mianowniku. Dla kazdego czynnika postaci (kx + /)"

przewidujemy utamki proste postaci (kXMfl,)x (kxl\i/ =, gdzie M; to pewne,
szukane, state. Dla czynnikéw postaci (ax® + bx + xc)”, A < 0 przewidujemy
utamki proste postaci (axfgfbtf’:c)l e, (ax'g"j;;i"c -, gdzie R;, S; to pewne,

szukane, stafe.

© Znajdujemy wszystkie nieznane state przez rozwigzanie stosownych uktadéw
réwnan.




Zadanie. Roztozy¢ ponizsze funkcje wymierne na utamki proste:

Q f(x 5

)= 2=
@ f(x)= o5
0 f(x) = Hy
Q f(x)= )(4_53‘%_36
0 f(x) = iy
0 (9= sty
0 f(X) = srzeionm
0 f(x) = woi s
0 f(x) = x5+)§<5“t1x—1
Q f(x) = 22252



PRZYKLtADOWE KOLOKWIUM NR 1

n!
12n°

@ Zbada¢ monotonicznos¢ ciggu a, =

@ Znalez¢ rozwigzania réwnania
x* —168x — 13 = 0.
© Rozwiazaé ponizsze nieréwnosci:
x® 4+ 2x* —5x3 —10x?> + 4x +8 < 0,
3 6
< —5——.
x+1 x2-1

@ Funkcje wymierna
4x5 4+ x3 — x?
)= 53
x> —3x24+x-3

roztozy¢ na sume wielomianu i utamkéw prostych. Nie liczy¢ wspétczynnikéw.



Funkcja potegowa

Funkcja potegowa nazywamy funkcje postaci f(x) = x™, m € R.




Funkcja potegowa

Funkcja potegowa nazywamy funkcje postaci f(x) = x™, m € R.

Dziatania na potegach

- a = aty, ¥ a=aY

- b =(a- b)~, b= ()
(%) =av, =1 dlaa#0
a_n - alnv ; \y/>



Funkcja potegowa

Funkcja potegowa nazywamy funkcje postaci f(x) = x™, m € R.

Dziatania na potegach

-3 =3t 3 =3

- b =(a- b)~, b= ()
(a¥) = a¥, =1, dlaa#0,
a_nzﬁv ai =\y/ax.

Czesto przy dziataniach na potegach (pierwiastkach) korzystamy z nastepujacych
przeksztatcen:

e zamiana podstawy na nizsza : 97 = (32)7 = 314



Funkcja potegowa

Funkcja potegowa nazywamy funkcje postaci f(x) = x™, m € R.

Dziatania na potegach

-3 =3t 3 =3

- b =(a- b)~, b= ()
(a¥) = a¥, =1, dlaa#0,
a_nzﬁv ai =\y/ax.

Czesto przy dziataniach na potegach (pierwiastkach) korzystamy z nastepujacych
przeksztatcen:

e zamiana podstawy na nizsza : 97 = (32)7 = 314

@ zamiana podstawy na wyzsza : 212 = (23)* = g*



Funkcja potegowa

Funkcja potegowa nazywamy funkcje postaci f(x) = x™, m € R.

Dziatania na potegach

-3 =3t 3 =3

- b =(a- b)~, b= ()
(a¥) = a¥, =1, dlaa#0,
a_nzﬁv ai =\y/ax.

Czesto przy dziataniach na potegach (pierwiastkach) korzystamy z nastepujacych
przeksztatcen:

e zamiana podstawy na nizsza : 97 = (32)7 = 314
@ zamiana podstawy na wyzsza : 212 = (23)* = g*

@ zamiana kolejnosci potegowania i pierwiastkowania :

813 = v/813 = (¥/81)% =33 =27



Funkcja potegowa

Funkcja potegowa nazywamy funkcje postaci f(x) = x™, m € R.

Dziatania na potegach

-3 =3t 3 =3

- b =(a- b)~, b= ()
(a¥) = a¥, =1, dlaa#0,
a_nzﬁv ai =\y/ax.

Czesto przy dziataniach na potegach (pierwiastkach) korzystamy z nastepujacych
przeksztatcen:

e zamiana podstawy na nizsza : 97 = (32)7 = 314
@ zamiana podstawy na wyzsza : 212 = (23)* = g*
@ zamiana kolejnosci potegowania i pierwiastkowania :
3 4 a
81% = V813 = ({/81)* = 3* = 27

e wytaczanie przed nawias : 3-420 —2.41% =419 .(3.4 -2) =10 4%°.



Zadania

@ Obliczy¢:
. g8

0 3%
(4%)

810

(315_*_313)‘29

(314+312).1024
1714272

)2 +(—4)"1-5+(0.,5)?

(37

(]
—~ —~
&l
~
|

o (97 H)F —(25%) W [T (B30 + &
o [97% +(3v3) 3] [07F — (3v3) 3]

o [(4+7%)% +(4—77)2)

0 23 .43, 127 .32



Zadania

@ Obliczy¢:
° 342~898
° (glt)J
(315+313) 29
® B1312).1024
o 171422
(3)72+(—4)"1-5+(0,5)
o 643, 2773, 9718
° (B) (3
o (97 H)F —(25%) W [T (B30 + &
o 074+ (3v3) 3]0 — (3v3) 3]

o [(4+73)% +(4-73)3P
o 2%-4%, 127 . 32

x3 )3 27a% . 9a*

° (6y2 ) W 1268
—6 -4, Ap—2
° (ab,;’c,; ) = 'fd 3) 3
° (2<—y Xx_zj-y_ﬂ TPy =y )
(



© Rozwiazaé ponizsze réwnania i nieréwnosci:
x—5x2 +4=0
X —7x2 +61:0
x—3(x—1)24+1=0
X+ (x+3)7—3=0
(x—2)% +4(x—2)5 —5=0
2 -1 -3 -2 1 1
o X“>x"7, x T<x % x&<x2.



Funkcja wyktadnicza

Funkcja wykfadnicza nazywamy funkcje f(x) = a*, gdzie x € R, zas a > 0 jest
ustalona liczba.

@ W wyniku jakich przeksztatcen wykresu funkcji g(x) = 2%, otrzymamy wykres
funkeji f(x)? Poda¢ dziedzine, zbiér wartosci i przedziaty monotonicznosci
funkcji f(x).

a) f(x) =242, b) f(x)=-2% ¢) f(x)=27%, d) f(x) =2 -2|,
e) f(x) = 2.
@ Wykres funkcji f(x) = (%)X przeksztatci¢ przez symetrie wzgledem :
e osi OX,
e osi QY,
e poczatku uktadu wspotrzednych.
Poda¢ wzory otrzymanych funkcji.

© Niech prawdziwe beda nastepujace réwnosci :

a) 10°=7, b) (3)" =3, ¢) (2)"=2,5d) (£)"=0,6, e) (0,2)* =1,
f) (23)" =0,2, g) 100=0,15, h) (3)" = 2.
W kazdym przypadku znalez¢ warto$¢ sgnx.



@ Rozwiazaé réwnania : R ,
a) 35x—8 — 9x—3 ) 7% 4 (\[)2 3x ) 5X +2 _ 53x’ d) 25%° — 1254x—6’
x—1 1 9 3\3x—7 Tx—2 2x—3 _ (v2\
0@ =g 0@ = () Doz - ()
h) 0’ 5X2 . 22x+2 — 6%7 I) 6x75 . 36x+3 — 36, J) 2X74 . 8372x — 43X73’
6—5x x
) (0,257 = 256, 1) 85 = 0,125 (2) ", m) (1v2)" =842
@ Rozwiazaé réwnania :
a) P2 _3x =72, b) >3 _2x =112, c) 2¥ — 2x7% =15,
d) 7.5 —524450 =0, e) 2-16* — 2" —4>"2 =15, f) 7% 71 =6,
g) 3%7* + 3> =82, h) 4 44 =320, i) 23" —4.3? =450.

@ Rozwiaza¢ réwnania :

a) 2:16°—17-474-8 — 0, g) 40— 6-7* 485 = 0,
b) 3=+l Lo* - 108, h) 57457 = 30,

¢) 7¥47% = 36- 7686, i 1054108 > .

d) 2¢7'4-4* = 80, (L e R

e) 37+ 2497+l — g1, i) 8l L18-3—7 — 29,

f) 47—9.2748 = 0, k) 27412:2°% = 93



@ Rozwiaza¢ réwnania :
a) 11x—7 — 177—><7 b) 8x—3 — 9x—3’ C) 152x+4 — 33>< A 54x—4.
© Rozwiazaé réwnania :
x 16 x2+2>< 3 x—3
a) 64z - 3* =576, b) (1) =37,
) 4 — 33 =33 921 () 3¥_18.37%=7,
e)3-4—-5.6"+2-9°=0, f)3*+ 4% =25
g) L —6X=2.091 h) 2.14% +3.49% =22,
@ Wyznaczy¢ te wartosci parametru k, dla ktérych funkcja f(x) = 2" Thtk pie
przyjmuje wartoéci mniejszych od 1.
@ Zbadac liczbe rozwiazan réwnania 37" +a+3a — (1/27)7+2 w zaleznosci od
warto$ci parametru a.

@ Rozwiagzac réwnanie

5 X—2+/x2—
VISR g (RTIVET _g .



Funkcja logarytmiczna

f(x)
f(x)=log 5 x
a>1
X
/ D<a<1
f(x) = log, x a>0 a#1, x>0

Oto lista wybranych wzoréw dotyczacych logarytmoéw:
o a°&.b —p

o log,(bc) = log, b+ log, ¢
° Iogag =log, b — log, c
Ologaba:a.|ogab’ aeR
°log,b=ip b#1
olog,b= &2, c#1
o 3'°8,¢ — (log, 3 p#£1
|
o %S —1.tlog, b, ab#1 c#1




@ Obliczy¢:
a) log, 8;
d) logs 0, 2;
g) logz 2,25
j) Iog% 3V/3;
m) 2Iog25;

log, 5.
P) log,5'

@ Znalez¢ liczbe x, jezeli:

a) Iog% X = —3;
d) log, x = 5;
g) log s x =4
j) logs x = —3;
) Iogx 8 - %'
@ Obliczy¢:
) olog, 32
c) 4lo8a 3,
e) 49'o872;
g) 23— Iog2

b) logg /6;

e) log2 + log 50;

h) logs 5v/5

k) 49'oez 2,

n) 7|0g3

q) (\f) +|0g481;

b) logg 1 x = —1

e) logg x = %;

h) logyg x = —2

k) logs x = =2

n) log, 0,125 =
b)
d)
f)

3logs 5.

c) logs 1;

logs 18 — logz 2;

0g s 8;

loge 5

r)logz(log; V5) -

102+2 log 7.

16Iog2 3;

log,(logs 5)-



© Wyznaczy¢ dziedziny funkcji:
a) f(x) = log, (3 — x);
c) f(x) = log(x® + 3x + 4);

e) f(x) = log, —lx)d:g;

b) f(x) = log(x?> — 5x + 6);
d) f(x) = log 3£3;

f) f(x) = log, \XI,

g) (x) = \/logy(2x — 1) — logy (5 — 3x).
@ Korzystajac z definicji logarytmu rozwigza¢ réwnania:

a) log,[logs(log, x)] = 0;

c) log; [log, (log5(x — 7))] = 0;

e) log, ,(x* —14) = 3;

@ Rozwiaza¢ réwnania:

a) log(3x + 4) + log(x+8) =2;

logx _ 1
c) 38X = .

@ Rozwiazaé réwnania:

2log x .
) |0% gf 4) =1
og .
C) Iog(x+1) -1
e) 2log x + log(6 — x2) = 0;
g) logy(x+3) — |0g4( 1) =
log, 8;

b) log, [logs(log, x)] = 3;
d) log,_,9=2;
f) logs_, 2(x®> +2x — 1) = 2.

b) log(3x —91) —log(30 —x) = 1,

b) _log2x  _ 2,

log(4x—15)
d) log, [x3 +2x> —4x — 4| = 2;
f) log |2x — 3| —log|3x — 2| = 1;
h) log(x —5) —log2 = } log(3x —
20).



Q Rozwiazaé réwnania:

a)m—l—ﬁ:& b)IOg3X—|Og3X +2—0

c) x'98% = 100x; d) 4 —logx = 34/log x;

e) logq x + logy x + log, x = 7; f) xlo8x 4 10x~leex = 11;

g) log(2¥ — 4%) — log(—8) = log (271 — 1) ; h) log, x + log, 2 = £
© Rozwiazac nieréwnosci:

a) logy(x +1)>3;  b) log1(2x —5) < —4; c) logs(x? +2) > 3;

d) logs [x—=3| < =2; ) log, 4 <2; f) log, 2=t > 1.
@ Rozwiazac nieréwnosci:

a) log1[log,(x* —5)] > 0; b) log, (x? —3) — log,(x — 1) > 1;

(Iog1 x)? —9logs x+4>0; d) I‘E;g i) > 3;
> 1; f) |3logx — 1] < 2;
h) log,,_5(3x* — 7x +3) <

C

)
e) Iogx + 1— Iogx
g) logy, 3x > 1;



Trygonometria

Funkcje trygonometryczne kata ostrego w trojkacie prostokatnym

@ sinusem kata nazywamy stosunek dtugosci przyprostokatnej lezacej naprzeciw
tego kata do dtugosci przeciwprostokatnej (sin «)

@ cosinusem kata nazywamy stosunek dtugosci przyprostokatnej lezacej przy
tym kacie do dtugosci przeciwprostokatnej (cos «)

@ tangensem kata nazywamy stosunek dtugosci przyprostokatnej lezacej
naprzeciw tego kata do dtugosci drugiej przyprostokatnej (tg «)

@ cotangensem kata nazywamy stosunek dtugosci przyprostokatnej lezacej przy
tym kacie do dtugosci drugiej przyprostokatnej (ctg ).

przyktadowo :

i @ sina=2

P <

C ,~"/\()"P‘

P \Q@O% _ b

?G:L%Lt« o tg 5 =3
_ b
> (X, \ PRZYPROSTOKATNA ° COS a - E

| PRZYLEGLA DO KATA /.

__a
b octgd=12



Miara tukowa kata to stosunek dtugosci tuku okregu opartego na tym kacie do
dtugosci promienia tego okregu.

RN



Miara tukowa kata to stosunek dtugosci tuku okregu opartego na tym kacie do
dtugosci promienia tego okregu.

RN

Kat, ktérego miara tukowa wynosi 1 nazywamy radianem i oznaczamy skrétowo
rad. Czesto pomija sie wyrazenie "rad"”, podajac jedynie warto$¢ liczbowa miary
tukowej, np. méwimy, ze miara tukowa kata pétpetnego wynosi 7.



Wykresy funkcji trygonometrycznych dowolnego kata
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(Nie)parzystosc funkgcji, okresowosé funkcji trygonometrycznych:
@ sin(—a) = —sina

cos(—a) = cosa

tg(—a) = —tga

ctg(—a) = —ctga

sin(a + 2km) = sin«

cos(a + 2km) = cos

tg(a+ k) =tga

ctg(a + k) = ctga.



(Nie)parzystos$c funkcji, okresowosc funkcji trygonometrycznych:
@ sin(—a) = —sin«

cos(—a) = cos «

tg(—a) = —tga

ctg(—a) = —ctga

sin(a 4 2k7) = sin«

cos(a + 2km) = cos

tg(a+ km) =tga

ctg(a + km) = ctg o

Podstawowe wzory trygonometryczne:

sina +cos2a =1

o

°tga=oa

o ctga =G

o tga-ctga=1

@ sin2a = 2sina - cos «
@ cos2a = cos? o — sin® a.



(Nie)parzystos$c funkcji, okresowosc funkcji trygonometrycznych:
@ sin(—a) = —sina

cos(—a) = cos

tg(—a) = —tga

ctg(—a) = —ctga

sin(a 4 2k7) = sina

cos(a + 2km) = cosa

tg(a+ km) =tga

ctg(a + km) = ctg o

Podstawowe wzory trygonometryczne:

@ sina+cosla=1
__ sina

. tga—cosa
_ Cosu

® Ctga* sin o

o tga-ctga=1

@ sin2a = 2sina - cos &

@ cos2a = cos? a — sin’ a.

Zadanie 1. Korzystajac z powyzszych wzoréw wyprowadzi¢ zaleznos¢:
1-tg’ o
1+tg?2 a
analogiczny wzér dla sin 2a.

cos2a = . Nastepnie, korzystajac z jedynki trygonometrycznej, otrzymaé



Wartosci funkgcji tryg. dla

jus
6

s
) 4

™ .
3 -

10 30° | 45° | 60°
; 1 V2 | /3
sinet | 5 sl
V3 | V2 1
cosx | o2 | YE 5
tg x @ 1 V3
ctgx | /3 1 \/T§




Wartosci funkgji tryg. dla ¢, 7, 5 : Znaki funkcji trygonometrycznych:

b

I 1
* St Ml - sina | COScE sina | cosa
V2 | 3 S i
SIn & 5 5 5 tp,_f} (.féf.}‘ t;lo. (,t_;r_f_r
oS & @ @ %
sina | COS o sina | cosa
B3 no feosa| | fsina | cos
e 3 : \/g tga | ctga tgo | ctgo
+ + - =
3
e V3 ! \/T— II1 v




Wartosci funkgji tryg. dla ¢, 7, 5 : Wozory redukcyjne :
Niech o € (0, 7). Wtedy :

1o 30° | 45° | 60°
@ sin(Z Fa)=cosa
sin | 1| M2 B 3o
2 2 2 o cos(F Fa) =+sina
V3| V2| 1
cosx ) 5 2 2 o tg(5 Fa)==xctga
/3
e | =5 . V3 o ctg(5F Fa)=+ttga
ctga | V3 | 1 @ e sin(m Fa)=+sina
Znaki funkcji trygonometrycznych: ® cos(m F o) = —cos
11 1 o tg(r Fa)=Ftga
sina | COSO sina | COSQ
+ | - + |+ o ctg(r Fa)=Fctga
tga | ctgo tga | ctga
== ol o sin(3f Fa) = —cosa
sina [ cosa sina | cosa o cos(¥ Fa)=Fsina
t-in [-tfrl_n tpio: [-tﬁn ° tg(%r ¥ Oé) — iCth&
III v

o ctg(¥ Fa)==+tgo



Zadanie 2. Obliczy¢ wartosci pozostatych funkgji trygonometrycznych kata o
wiedzac, ze
a)sina=0,6, «a €/, b)cosa= %, aelV, c)tga=2, aclll.



Zadanie 2. Obliczy¢ wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych kata «
wiedzac, ze
a)sina=0,6, acl, bycosa=1% aclV, ¢)tga=2, aclll.

Zadanie 3. Obliczy¢
a) cos2x wiedzac, ze cosx =}, b) sin 2x wiedzac, ze sinx = 2 i x € /I



Zadanie 2. Obliczy¢ wartosci pozostatych funkgji trygonometrycznych kata o
wiedzac, ze
a)sina=0,6, acl, b)ycosa=1 aclV, ¢)tga=2, aclll.

Zadanie 3. Obliczy¢
a) cos2x wiedzac, ze cosx = 7, b) sin2x wiedzac, ze sinx = 32 i x € II.

Zadanie 4. Zbada¢, czy istnieje kat « spetniajacy réwnanie
a)2sina—1=1, b)sina+3cosa =5, c)tga+1=10% d) tga+ctga =0,

e) sin®a + cos* a + 2sin*acos’a = 3, e) tga = 3 i sina= 3.



Zadanie 2. Obliczy¢ wartosci pozostatych funkgji trygonometrycznych kata o
wiedzac, ze
a)sina=0,6, a€l, b)ycosa=1 aclV, ¢)tga=2, aclll.

Zadanie 3. Obliczy¢
a) cos2x wiedzac, ze cosx =, b) sin 2x wiedzac, ze sinx = 3¢ i x € /I

Zadanie 4. Zbada¢, czy istnieje kat o spetniajacy réwnanie

a)2sina—1=1, b)sina+3cosa =5, c)tga+1=10% d) tga+ctga =0,
e) sin®a + cos* a + 2sin*acos’a = 3, e) tga= 3 i sina= 3.

Zadanie 5. Sprawdzi¢, czy podane réwnosci s3 tozsamo$ciami

a) (sin x + cos x)? + (sinx — cos x)2 =2, b) (1 +tg?x)-cos?>x = 1,

2 .
cos“ x—1 __ 4.2 tg x _ain? sin x l1+cosx _ 2
C) sin2 x—1 — tg” x, d) tg x+ctg x sin- X, e) 1+4cos x + sinx ~ sinx’
ol — () _ 2 1 1 __ 2cosx
f) 1 —sin2x = (SmX Ccos X) ’ g) COS x+sin x + cosx—sinx ~ cos2x’

2
sin 2x °

h) ctgx +tgx =



Zadanie 2. Obliczy¢ wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych kata «
wiedzac, ze
a)sina=0,6, acl, bycosa=1 aclV, ¢)tga=2, aclll.

Zadanie 3. Obliczy¢

a) cos2x wiedzac, ze cosx =}, b) sin 2x wiedzac, ze sinx = 3 i x € /I
Zadanie 4. Zbada¢, czy istnieje kat o spetniajacy réwnanie

a)2sina—1=1, b)sina+3cosa =5, c)tga+1=10%d)tga+ctga =0,
e) sin*a + cos* a + 2sin acos?a = 3, ) tga =3 i sina = 3.

Zadanie 5. Sprawdzi¢, czy podane réwnosci s3 tozsamo$ciami

a) (sin x 4 cos x)? + (sinx — cos x)2 =2, b) (1 +tg?x)-cos?>x =1,

2 .
cos” x—1 __ 2 tg x an? sin x l4+cosx _ 2
C) sin2x—1 — tg= x, d) tg xtctg x sin- X, e) 1+cosx + sinx  sinx’
o — (e} _ 2 1 1 __ 2cosx
f) 1 —sin2x = (SmX COSX) ’ g) Cos x+sin x + cosx—sinx — cos2x’

h) ctgx +tgx = =2

sin 2x °

Zadanie 6. Obliczy¢:
cos 720°, sin150°, tg135°, ctg330°, cos?240°, sin(—120°), tg10° - tg80°,



Zadanie 2. Obliczy¢ wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych kata «
wiedzac, ze
a)sina=0,6, acl, bycosa=1 aclV, ¢)tga=2, aclll.

Zadanie 3. Obliczy¢

a) cos2x wiedzac, ze cosx =, b) sin 2x wiedzac, ze sinx = 3¢ i x € /I
Zadanie 4. Zbada¢, czy istnieje kat o spetniajacy réwnanie

a) 2sina—1=1, b)sina+3cosa =5, c)tga+1=10°d) tga+ctga =0,

e) sin*a + cos* a + 2sin*acos’a = 1, e) tga= 3 i sina =%

4 5

Zadanie 5. Sprawdzi¢, czy podane réwnosci s3 tozsamo$ciami
a) (sin x 4 cos x)? + (sinx — cosx)2 =2, b) (1 +tg?x)-cos’>x =1,

2 .
cos” x—1 __ 2 tg x an? sin x l4+cosx _ 2
C) sin2x—1 tg= x, d) tg x+ctg x sin- X, e) 1+cosx + sinx  sinx’
ol () _ 2 1 1 __ 2cosx
f) 1 —sin2x = (SmX COSX) ’ g) Cos x+sin x + cosx—sinx — cos2x’

2
sin 2x °

h) ctgx +tgx =

Zadanie 6. Obliczy¢:
cos 720°, sin150°, tg135°, ctg330°, cos?240°, sin(—120°), tg10° - tg80°,

Zadanie 7. Policzy¢ sin 22, 5°.



Lista wybranych, uzytecznych wzoréw, z ktérych bedziecie czesto
korzystac:

o sin(a £ f) =sina-cos 3+ cosa-sin 3
@ cos(a+ 3) = cosa - cos 3 Fsina-sin 3
o tg(a+ 3) = Battel

1Ftga-tg B
° ctg(aiﬁ):%
° sinaj:sinﬂ:2sin@-cos°i5
° cosa+cosﬁ—2cosa+ﬁ cos “5 8
o cosa — cos 3 = —2sin %42 - sin 25
° tgaitgﬁ:%

@ cosa - cosf3 = w

° sinowsinﬁ:w

@ sina-cosf =

° 5in2a _ 17c025(2a)

sin(a—fB)+sin(a+3)
2

1+4cos(2ar)

e cos’a = >



Lista wybranych, uzytecznych wzoréw, z ktorych bedziecie czesto
korzystac:
@ sin(a £ ) =sina - cos+cosa - sin 3
@ cos(a+ f3) = cosa - cos 3 Fsina -sin 3
_ tgattgp
o tgla+p)=1Ents

° ctg(a + ﬂ) — ctg a-ctg fF1

ctg ftctg o
osnnaismﬂ—2sm°‘iﬁ cosaTjFﬁ
o cosa + cos 3 = 2cos 47 - cos 452
@ cosa —cos 3 = 2sm“+5 sin%;ﬁ
° tgaitgﬁ:%

@ cosa - cosf3 = w

° sina-sinﬁ:w

@ sina-cos 3 = —S'"(a_ﬁ);s'"(o‘Jrﬁ)
: —cos(2

o sin? o = 1=cos2e) C°2S( @)

o cos2q = 1+cos(2ar)

2
Zadanie 8. Obliczy¢: sin15°, cos 105°, tg105°.



Lista wybranych, uzytecznych wzoréw, z ktérych bedziecie czesto
korzystac:

Zadanie 8. Obliczy¢: sin15°, cos 105°, tg105°.
Zadanie 9. Wykaza¢, ze (cos o — cos 3)?

sin(ae £ 8) = sina - cos 8 £ cos « - sin 3

cos(av £ ) = cosa - cos 3 Fsina - sin 3
tgla+ ) = £k

c(o+.) = L

sina £ sin 8 = 2sin "iﬁ - CoS aTjFﬁ

cos o+ cos 3 = 2 cos O‘+ﬂ - cos 257
cosa — cos 3 = —2sin O‘HB -sin 252

__ sin(axp)
tga + tg/B ~ cosacosf3

cosa - cos 3 = cos(a—ﬁ);—cos(oﬁﬁ)

sina -sin § = ceslo=f)cos(at)

sina~cos,6’:5in(a*ﬂ)2w

Sin2a _ 17c02s(2a)

1+cos(2
cos? o = 7“025( «)

+ (sin o — sin 3)2

= 4sin?

a=p

2



Roéwnania i nieréwnosci trygonometryczne

Zadanie 9. Rozwiaza¢ réwnania
a)cosx =—1, b)tgx=1, c)sinx= —§7 d) sin5x =1,

e)tg(3x — 3) =3, f)ctg3x=1, g) cos(2x+ §) =1.



Réwnania i nieréwnosci trygonometryczne

Zadanie 9. Rozwiaza¢ réwnania
a) cosx =—1, b)tgx=1, ¢) smx_—§7 d) sin5x_1,
e)tg(3x — ) =V3, f) ctg3x =1, g) cos(2x + §) =

Zadanie 10. Rozwiaza¢ réwnania

a) 2sin®x+sinx —1=0, b)sin?x—3cosx—3=0, c)tg*x—4tg®?x+3=0,
)tgx+ctgx—2 e) cos2x +sin?x =0, f) sinx-ctgx + cosx = 2,

g) 2sin® x — 2sin” xcos x = 1 — cos x, XE[O 27),

h) sinx +cosx = 1, i) 4sin> x — 4sin’ x + 3sinx = 3.



Réwnania i nieréwnosci trygonometryczne

Zadanie 9. Rozwiaza¢ réwnania
a)cosx =—1, b)tgx=1, ¢)sinx= —?, d) sinbx =1,
e) tg(3x — 3) = V3, f) ctg3x =1, g) cos(2x + 3)=1

Zadanie 10. Rozwiaza¢ réwnania

a) 2sin®x +sinx —1=0, b)sin?x—3cosx—3=0, c)tg*x—4tg’?x+3=0,
d) tgx +ctgx =2, e) cos2x +sin®>x =0, f) sinx-ctgx 4 cosx = 2,

g) 2sin®x — 2sin® xcosx = 1 — cosx, x € [0,27],

h) sinx +cosx = 1, i) 4sin> x — 4sin’ x + 3sinx = 3.

Zadanie 11. Rozwigza¢ ponizsze réwnania :
a) tgx + ctgx = 4sin2x, b) (cosx —sinx)* +tgx = 2sin? x,
c) (1 —tgx)(1+sin2x) =1+1tgx, d) ctgx + 50X =2,

1+cos x
4 cosx—sin2x __ 2 l—cos8x __
) TSN = 4 cos” x, f) Trtax =0.




Zadania rozne (ciekawe!)
Zadanie 12. Wykaza¢, ze réwnanie
sin x + sin 2x + sin 3x + - - - 4 sin 100x = 100

nie ma rozwigzan.

Zadanie 13. Dla jakich wartosci parametru o suma kwadratéw réznych

pierwiastkéw réwnania

2

x% — 2xsina — cos>a =0

jest réwna 37
Zadanie 14. Dla jakich wartosci parametru k réwnanie

k> —3k+2

sin3x = P

ma rozwiazanie?
Zadanie 15. Rozwiaza¢ réwnanie

cos(x — 1) = x* — 2x + 2.



