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[71%,81%) = 4,0, [81%,91%) =4,5, [91%,100%] =15,0
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Warunki zaliczenia éwiczen

dozwolone s3 trzy nieobecnosci (usprawiedliwienia dotycza czwartej

i kolejnych)

dwa kolokwia w semestrze (K1, K2) z waga 3 (na zajeciach)
niezapowiedziane wejsciéwki z waga 1 (nie ma mozliwosci poprawy)

dwa terminy poprawkowe (poza zajeciami); pierwszy - PK1, drugi - PK1 lub
PK2 (oceny sa nadpisywane); student ma obowiazek poprawy oceny 2,0 z
kolokwium

ocenianie kot i wejsciéwek:

[41%,51%) = 2,5, [51%,61%) = 3,0, [61%,71%) = 3,5,

[71%,81%) = 4,0, [81%,91%) =4,5, [91%,100%]=15,0

ocena koncowa to $rednia wazona ocen z K1 i K2 oraz wejécidéwek:
[2,7-3,3)=3,0; [3,3—-3,7) =3,5; [3,7—4,3) =4,0;
[4,3—4,7)=4,5; [4,7—5,0]=5,0

aktywnos¢ - moze by¢ dodatkowo nagrodzona przy wystawianiu pozytywnej
oceny koncowej



Zbior X C R jest ograniczony z dotu, jezeli

HMERVXEX X = m.




Zbior X C R jest ograniczony z dotu, jezeli

ImerVxex x > m.

Dowolna liczbe m spetniajaca powyzszy warunek nazywamy ograniczeniem z dotu
zbioru X.

Cwiczenie. Zbada¢, czy podane zbiory sa ograniczone z dotu:
c) C =(—o0;3); d) D = [0; +00)\Q.



Zbior X C R jest ograniczony z dotu, jezeli
EImERVXEX X 2= m.

Dowolng liczbe m spetniajaca powyzszy warunek nazywamy ograniczeniem z dotu
zbioru X.

Cwiczenie. Zbada¢, czy podane zbiory sa ograniczone z dotu:
a) A={2,3,4,..}; by B={2P: peZ};
c) C=(—00;3); d) D = [0; +00)\Q.

Cwiczenie. Dokonczy¢ definicje:

Zbior X C R jest ograniczony z gory, jezeli \




Zbior X C R jest ograniczony z dotu, jezeli

Elme]RvXeX X > m.

Dowolng liczbe m spetniajaca powyzszy warunek nazywamy ograniczeniem z dotu
zbioru X.

Cwiczenie. Zbada¢, czy podane zbiory sa ograniczone z dotu:
a) A={2,3,4,..}; by B={2P: peZ};
c) C =(—o0;3); d) D = [0; +00)\Q.

Cwiczenie. Dokonczy¢ definicje:

Zbior X C R jest ograniczony z gory, jezeli

EIMERVXEX X < M.

Dowolna liczbe M spetniajaca powyzszy warunek nazywamy ograniczeniem z gory
zbioru X.




Cwiczenie. Zbada¢, czy podane zbiory sa ograniczone z gory:
a) A= (—o0;0]; b) B={xeR: sinx >0}
c) C={{5: neN} d)D={i+n: neN}L



Cwiczenie. Zbada¢, czy podane zbiory s3 ograniczone z gory:

a) A= (—o0;0]; by B={x€eR: sinx > 0};
c) C={¥5: neN}; dD={i+n: neN}L

Zbior ograniczony z dotu i z géry nazywamy zbiorem ograniczonym.



Cwiczenie. Zbada¢, czy podane zbiory sa ograniczone z gory:

a) A= (—o0;0]; b) B={xeR: sinx > 0};
c) C={{5: neN} d)D={i+n: neN}L

Cwiczenie. Zbada¢, czy podane zbiory sa ograniczone z dotu, z gory, sa
ograniczone:

a) A= {sinp: peZ}; )B:{xeR: x"—15x%—100 = 0};
c) C={xeR: sinx <0} d) D —{3—\x|:x€R};
) F

) C
e) E {n%f3: nGN}; f b
)

=1g: PaeN, p<gq
g) G={xeR: tgx=T7} hy H={xeR: x>+ 3x —8<0}.
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1. Liczba a jest najmniejszym elementem zbioru X C R, co zapisujemy a = min X,
wtedy i tylko wtedy, gdy
a€ X orazVyex x > a.
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be X orazVyex x < b.
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1. Liczba a jest najmniejszym elementem zbioru X C R, co zapisujemy a = min X,
wtedy i tylko wtedy, gdy
a€ X orazVyex x > a.

2. Liczba b jest najwiekszym elementem zbioru X C R, co zapisujemy b = max X,
wtedy i tylko wtedy, gdy

be X orazVyex x < b.

Cwiczenie. Czy podane ponize]j zbiory maja elementy najmniejsze?

1 LT ) -
A:[O,Z), B—{2n_1nEN}, C:{Sln;.neN}, D =N.



Definicja (element najmniejszy i najwiekszy)

1. Liczba a jest najmniejszym elementem zbioru X C R, co zapisujemy a = min X,
wtedy i tylko wtedy, gdy
ae X orazVyex x > a.

2. Liczba b jest najwiekszym elementem zbioru X C R, co zapisujemy b = max X,
wtedy i tylko wtedy, gdy

be X orazVyex x < b.

Cwiczenie. Czy podane ponize]j zbiory maja elementy najmniejsze?

1 LT ) _
A:[0,2), B:{2n_1nEN}, C:{Sln;.neN}, D =N.

Cwiczenie. Czy podane ponize]j zbiory maja elementy najwieksze ?

4n 2n
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1. Niech zbior X C R bedzie ograniczony z dotu. Liczba a jest kresem dolnym
tego zbioru, co zapisujemy a = inf X, wtedy i tylko wtedy, gdy

Veex X 2 a oraz Vesodpex Xo < a+e€.
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Veex X < b oraz V.>o3x,ex X0 > b —e.
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Definicja (kresy zbioréw)

1. Niech zbior X C R bedzie ograniczony z dotu. Liczba a jest kresem dolnym
tego zbioru, co zapisujemy a = inf X, wtedy i tylko wtedy, gdy

Viex X = a oraz Veso3dgpex Xo < a+e.

2. Niech zbior X C R bedzie ograniczony z gory. Liczba b jest kresem gornym
tego zbioru, co zapisujemy b = sup X, wtedy i tylko wtedy, gdy

Veex X < b oraz V.>o3x,ex Xo > b — €.

Jak zdefiniowa¢ (stownie) kres gérny/dolny zbioru odnoszac sie do pojecia
ograniczenia gérnego/dolnego?
Cwiczenie. Znalez¢ kresy dolne podanych zbioréw:
a) A= (—V2;V5]; by B={2"": neN}; ¢) C=(—00;0\Q;
d) D ={-1}u(0;1].



Definicja (kresy zbioréw)

1. Niech zbior X C R bedzie ograniczony z dotu. Liczba a jest kresem dolnym
tego zbioru, co zapisujemy a = inf X, wtedy i tylko wtedy, gdy

Viex X 2 a oraz Veso3dpex Xo < a+e€.
2. Niech zbior X C R bedzie ograniczony z géry. Liczba b jest kresem gornym
tego zbioru, co zapisujemy b = sup X, wtedy i tylko wtedy, gdy

Vvex x < b oraz V.so3x,ex xo > b — €.

Jak zdefiniowa¢ (stownie) kres gorny/dolny zbioru odnoszac sie do pojecia
ograniczenia gérnego/dolnego?
Cwiczenie. Znalez¢ kresy dolne podanych zbioréw:
a) A= (—v2;V5]; b) B={2"": neN}; ¢)C=(-o0;0\Q
d) D={-1}uU(0;1].
Cwiczenie. Znalez¢ kresy gérne podanych zbioréw:
a) A= (—o0;0); b) B = [V2; +00) NQ; c)C:{1+(7,})n : neN}.




W domku (na stancji, w akademiku, na podwérku,...)

Zadanko nr 1. Niech beda dane nastepujace zbiory liczbowe :

a)A=(0;1)NQ; b) B={1: x€(0;1]}; Q) C={% 155 1o05+ -

d) D={xeQ: x> <3} e) E={xeR: x> -5|x|+4<0}
Odpowiedzie¢ na ponizsze pytania:
© Czy podane zbiory sg ograniczone z goéry/dotu? Wskaza¢ przyktadowe
ograniczenia.
@ Czy podane zbiory majg element najwiekszy/najmniejszy? Jesli tak, to je
wskazac.
© Podac kresy dolne i gérne tych zbioréw.

%



W domku (na stancji, w akademiku, na podwérku,...)

Zadanko nr 1. Niech beda dane nastepujace zbiory liczbowe :
a)A=(0;1)NQ; b) B={1: x€(0;1]}; Q) C= {35 155> Tou5+ 1
d) D={xeQ: x> <3} e) E={xeR: x> -5|x|+4<0}
Odpowiedzie¢ na ponizsze pytania:
@ Czy podane zbiory sa ograniczone z géry/dotu? Wskaza¢ przyktadowe
ograniczenia.
@ Czy podane zbiory maja element najwiekszy /najmniejszy? Jesli tak, to je
wskazac.
© Podac kresy dolne i gérne tych zbioréw.
Zadanko nr 2. Ponizej podaje kilka zdan dotyczacych poznanych poje¢. Wasze
zadanie to stwierdzenie, czy dane zdanie jest prawdziwe (zdanie jest prawdziwe,
jesli jest zawsze poprawne), czy fatszywe oraz podanie przyktadu na "tak"/"nie"
(jesli prawdziwe, to na "tak"; jesli fatszywe, to na "nie"):
@ Ograniczenie danego zbioru nalezy do tego zbioru.
@ Element najwiekszy danego zbioru nalezy do tego zbioru.
© Kres danego zbioru nalezy do tego zbioru.
©Q Kazdy niepusty zbidr ograniczony z géry posiada kres gérny.
O Jedli liczba a jest kresem dolnym pewnego zbioru, to jest tez jego elementem
najmniejszym.



6000 O

Najwieksze z ograniczen dolnych pewnego zbioru jest réwnocze$nie jego
kresem dolnym.

Kres gérny nazywany jest réwniez jako supremum.
Element najmniejszy danego zbioru to to samo co jego infimum.
Kazdy zbiér ma kres dolny.

Kres gérny danego zbioru jest zawsze mniejszy badz réwny od kazdego z
ograniczen gérnych tego zbioru.



Ciagi liczbowe

Niech N = {1,2,3,...} - zbiér liczb naturalnych.

Ciag (nieskoniczony) to funkcja odwzorowujaca zbidr liczb naturalnych w zbiér
liczb rzeczywistych, tzn. funkcja postaci a : N — R. Wartosci takiej funkgji dla
kolejnych liczb naturalnych nazywa sie wyrazami ciggu i oznacza a;, ap, as,....




Ciagi liczbowe

Niech N = {1,2,3,...} - zbiér liczb naturalnych.

Ciag (nieskoniczony) to funkcja odwzorowujaca zbidr liczb naturalnych w zbiér
liczb rzeczywistych, tzn. funkcja postaci a : N — R. Wartosci takiej funkgji dla
kolejnych liczb naturalnych nazywa sie wyrazami ciggu i oznacza a;, ap, as,....

Ciagi mozemy okreslac :
@ przy pomocy wzoréw ogdlnych, np. a, = 3;—2", dy=+vn+7



Ciagi liczbowe

Niech N = {1,2,3,...} - zbiér liczb naturalnych.

Ciag (nieskonczony) to funkcja odwzorowujaca zbidr liczb naturalnych w zbiér
liczb rzeczywistych, tzn. funkcja postaci a : N — R. Wartosci takiej funkgji dla
kolejnych liczb naturalnych nazywa sie wyrazami ciggu i oznacza a;, ap, as,....

Ciagi mozemy okreslac :
@ przy pomocy wzoréw ogélnych, np. a, = 352, d, =/n+7
@ rekurencyjnie:

1, dla n=1

222 143, dla n>1

e cigg Fibbonaciego :

@ a, =

1 1 2 3 5 8 13 21

Jak go opisa¢ rekurencyjnie?



Ciagi liczbowe

Niech N = {1,2,3,...} - zbiér liczb naturalnych.

Ciag (nieskonczony) to funkcja odwzorowujaca zbidr liczb naturalnych w zbiér
liczb rzeczywistych, tzn. funkcja postaci a : N — R. Wartosci takiej funkgji dla
kolejnych liczb naturalnych nazywa sie wyrazami ciggu i oznacza a;, ap, as,....

Ciagi mozemy okreslac :
@ przy pomocy wzoréw ogélnych, np. a, = 352, d, =/n+7
@ rekurencyjnie:

1, dla n=1

222 143, dla n>1

e cigg Fibbonaciego :

e a, =

1 1 2 3 5 8 13 21
Jak go opisa¢ rekurencyjnie?

@ opisowo: (c,) oznacza n-t3 cyfre po przecinku rozwiniecia dziesietnego

Iiczby\/g.



Monotonicznos¢ ciagu

Ciag (an) nazywamy :
@ rosnacym, jesli Yn e N: a, < a,11
@ niemalejacym, jesli ¥Yn e N: a, < api1
© malejacym, jesli Y¥n e N: a, > api1

@ nierosngcym, jesli ¥Yn € N: a, > a,1

Powyzsze ciggi nazywamy monotonicznymi.



Monotoniczno$c ciagu

Definicja

Ciag (a,) nazywamy :
@ rosnagcym, jesli Yn e N : a, < api1
@ niemalejacym, jesli ¥Yn € N: a, < apyy
© malejacym, jesli Y¥n e N: a, > apiq
@ nierosnagcym, jesli ¥Yn € N: a, > a,11

Powyzsze ciggi nazywamy monotonicznymi.

Jak bada¢ monotonicznos¢ ciagu?



Monotonicznos¢ ciagu

Definicja

Ciag (a,) nazywamy :
@ rosnacym, jesli Yn e N: a, < api1
@ niemalejacym, jesli ¥Yn € N: a, < api1
© malejacym, jesli ¥Yn e N: ap, > api1

Q nierosnacym, jesli ¥Yn € N: a, > a,11

Powyzsze ciggi nazywamy monotonicznymi.

Jak bada¢ monotonicznos¢ ciagu? ((bn)-ciag o wyrazach dodatnich!)
bn+1 .
Gn41 — dn b Ciag
n
>0 >1 rosnacy
<0 <1 malejacy
>0 > 1 | niemalejacy
<0 <1 nierosnacy




Monotonicznosé ciagu

Definicja

Ciag (an) nazywamy :
@ rosnacym, jesli Yn e N: a, < api1
@ niemalejacym, jesli ¥Yn e N: a, < api1
© malejacym, jesli Yn e N: a, > a,.1

Q nierosnacym, jesli ¥Yn € N: a, > a,11

Powyzsze ciggi nazywamy monotonicznymi.

Jak bada¢ monotoniczno$é ciagu? Zadanie 1. Zbada¢ monotonicznos¢
) ponizszych ciggoéw :
Gn41 = Gn g—“ Ciag a) ky=n?+3n+2,b) b, = 32,
n _ _n? _ 2"
>0 >1 rosnacy c) an = Tn+4> d) an = 7=,
<0 <1 malejacy e) ¢, = ,"',',7 f) a, = T17
20 21 | niemalejacy g) an =Vn?+4n—n, h) d, =sin I,
<0 <1 nierosnacy . n!(2n)! _1"
i) cpn = j) b=

(3n)| ) o

((bp)-ciag o wyrazach dodatnich!) k) fp=n'®—n* +11)b,=2-3"

=



Ciagi ograniczone

Ciag (an) nazywamy ograniczonym, jesli

In,MeRVneN: m<a, <M.

Ciag, dla ktérego spetniona jest nierébwnos¢ a, > m nazywamy ograniczonym z
dotu, zas taki, dla ktérego zachodzi a, < M - ograniczonym z géry (czyli : ciag
ograniczony z géry i ograniczony z dotu jest ograniczony).



Ciagi ograniczone

Ciag (a,) nazywamy ograniczonym, jesli

Idn,MeRVneN:m<a, <M.

Ciag, dla ktérego spetniona jest nieréwnos¢ a, > m nazywamy ograniczonym z
dotu, za$ taki, dla ktérego zachodzi a, < M - ograniczonym z géry (czyli : ciag
ograniczony z gbry i ograniczony z dotu jest ograniczony).

Zadanie 2.

Stwierdzi¢, czy podane ponizej ciagi sa ograniczone z dotu, z géry, sa ograniczone:
a) an = %, b) by =4—3cosn, c) ¢, =2"d) d, = 10n — n?,

) en=3"1)f,=%¢g) gn=55 h) h=vnt6-vnt2



Granica ciagu liczbowego

Ciag (an) jest zbiezny do granicy wiasciwej g € R, co zapisujemy lim a, = g,
n—oo

wtedy i tylko wtedy, gdy

Ve>03dn. € N | Vn>n. |a, — g| <e.




Granica ciagu liczbowego

Ciag (an) jest zbiezny do granicy wiasciwej g € R, co zapisujemy lim a, = g,
n—oo

wtedy i tylko wtedy, gdy

Ve>03dn. € N | Vn>n. |a, — g| <e.

Powyzsza definicje rozumiemy nastepujaco : dla dowolnie matej dodatniej liczby ¢
mozna wskaza¢ taka liczbe n., odpowiednio dobrana do ¢, ze wszystkie wyrazy
ciagu (a,) o numerach wiekszych niz n. beda r6zni¢ sie od liczby g (=granicy
ciagu) o mniej niz €.



Granica ciagu liczbowego

Ciag (an) jest zbiezny do granicy wiasciwej g € R, co zapisujemy lim a, = g,
n—oo

wtedy i tylko wtedy, gdy

Ve>03dn. € N | Vn>n. |a, — g| <e.

Powyzsza definicje rozumiemy nastepujaco : dla dowolnie matej dodatniej liczby ¢
mozna wskaza¢ taka liczbe n., odpowiednio dobrana do ¢, ze wszystkie wyrazy
ciagu (a,) o numerach wiekszych niz n. beda r6zni¢ sie od liczby g (=granicy
ciagu) o mniej niz €.

Zadanie 1. Na podstawie powyzszej definicji pokaza¢, ze :

o granica ciagow: a, = 1, b, = 2ZFC" o — T et liczba 0
o granica ciagu a, = 535 jest liczba 0

e granica ciagu a, = 4L jest liczba 1

o granica ciagu a, = $-24 jest liczba —§

@ granica ciagu a, = \/siﬁ jest liczba 0

@ granica ciagu a, = 322175:34 jest liczba %

granica ciagu a, = (—1)" nie istnieje



Ciag (a,) jest zbiezny do granicy niewtasciwej +oo, co zapisujemy lim a, = +oo,
n—oo

wtedy i tylko wtedy, gdy

Ve >0dn. e N |Vn>n, a, >e¢.




Ciag (a,) jest zbiezny do granicy niewtasciwej +oo, co zapisujemy lim a, = +oo,
n—oo

wtedy i tylko wtedy, gdy

Ve >0dn. e N |Vn>n, a, >e¢.

Powyzsza definicje rozumiemy nastepujaco : Dostatecznie dalekie wyrazy tego
ciggu s3 wieksze od dowolnie duzej liczby ().



Ciag (a,) jest zbiezny do granicy niewtasciwej +oo, co zapisujemy lim a, = +oo,
n—oo

wtedy i tylko wtedy, gdy

Ve >0dn. e N |Vn>n, a, >e¢.

Powyzsza definicje rozumiemy nastepujaco : Dostatecznie dalekie wyrazy tego
ciggu s3 wieksze od dowolnie duzej liczby ().
Analogicznie:

Ciag (an) jest zbiezny do granicy niewtasciwej —oco, co zapisujemy lim a, = —oo,
n—oo

wtedy i tylko wtedy, gdy Ve <0 3n. € N | Vn > n. a, < e.




Ciag (a,) jest zbiezny do granicy niewtasciwej +oo, co zapisujemy lim a, = +oo,
n—oo

wtedy i tylko wtedy, gdy

Ve >0dn. e N |Vn>n, a, >e¢.

Powyzsza definicje rozumiemy nastepujaco : Dostatecznie dalekie wyrazy tego
ciggu s3 wieksze od dowolnie duzej liczby ().
Analogicznie:

Ciag (an) jest zbiezny do granicy niewtasciwej —oco, co zapisujemy lim a, = —oo,
n—oo

wtedy i tylko wtedy, gdy Ve <0 3n. € N | Vn > n. a, < e.

Troche haset:
o Ciagi zbiezne do granicy witasciwej (czyli do liczby) nazywamy zbieznymi.



Ciag (a,) jest zbiezny do granicy niewtasciwej +oo, co zapisujemy lim a, = +oo,
n—oo

wtedy i tylko wtedy, gdy

Ve >0dn. e N |Vn>n, a, >e¢.

Powyzsza definicje rozumiemy nastepujaco : Dostatecznie dalekie wyrazy tego
ciggu s3 wieksze od dowolnie duzej liczby ().
Analogicznie:

Ciag (an) jest zbiezny do granicy niewtasciwej —oco, co zapisujemy lim a, = —oo,
n—oo

wtedy i tylko wtedy, gdy Ve <0 3n. € N | Vn > n. a, < e.

Troche haset:
o Ciagi zbiezne do granicy witasciwej (czyli do liczby) nazywamy zbieznymi.
o Ciagi zbiezne do granicy niewtasciwej (czyli do +00) nazywamy rozbieznymi
lub rozbieznymi (jak réwniez zbieznymi) do +oo.



Ciag (a,) jest zbiezny do granicy niewtasciwej +oo, co zapisujemy lim a, = +oo,
n—oo

wtedy i tylko wtedy, gdy

Ve >0dn. e N |Vn>n, a, >e¢.

Powyzsza definicje rozumiemy nastepujaco : Dostatecznie dalekie wyrazy tego
ciggu s3 wieksze od dowolnie duzej liczby ().
Analogicznie:

Ciag (an) jest zbiezny do granicy niewtasciwej —oco, co zapisujemy lim a, = —oo,
n—oo

wtedy i tylko wtedy, gdy Ve <0 3n. € N | Vn > n. a, < e.

Troche haset:
o Ciagi zbiezne do granicy witasciwej (czyli do liczby) nazywamy zbieznymi.
o Ciagi zbiezne do granicy niewtasciwej (czyli do +00) nazywamy rozbieznymi
lub rozbieznymi (jak réwniez zbieznymi) do +oo.
o Ciagi, ktore nie posiadaja granicy rowniez nazywamy rozbieznymi (cze$¢ oséb
okresla je réwniez jako "niezbiezne").



Twierdzenie (o ciaggu monotonicznym i ograniczonym)

Kazdy ciag monotoniczny (od pewnego miejsca) i ograniczony jest zbiezny, przy
czym:




Twierdzenie (o ciaggu monotonicznym i ograniczonym)

Kazdy ciag monotoniczny (od pewnego miejsca) i ograniczony jest zbiezny, przy
czym:

- ciag niemalejacy (od pewnego miejsca) i ograniczony z gory jest zbiezny do
granicy, ktora jest kresem gornym zbioru jego wartosci,

- ciag nierosnacy (od pewnego miejsca) i ograniczony z dotu jest zbiezny do
granicy, ktora jest kresem dolnym zbioru jego wartosci.




Twierdzenie (o ciaggu monotonicznym i ograniczonym)

Kazdy ciag monotoniczny (od pewnego miejsca) i ograniczony jest zbiezny, przy
czym:

- ciag niemalejacy (od pewnego miejsca) i ograniczony z gory jest zbiezny do
granicy, ktora jest kresem gornym zbioru jego wartosci,

- ciag nierosnacy (od pewnego miejsca) i ograniczony z dotu jest zbiezny do
granicy, ktora jest kresem dolnym zbioru jego wartosci.

Zadanie 2. Korzystajac z powyzszego twierdzenia uzasadni¢, ze:

o lim 190 0,
o lim b,=2, by = \/Z bn+1 =2+ b,
n—oo

H 1
o Iim Chp = \/i, a = 1, Cpt1 = 1 + 1te,
n— oo n



Twierdzenie (o ciaggu monotonicznym i ograniczonym)

Kazdy ciag monotoniczny (od pewnego miejsca) i ograniczony jest zbiezny, przy
czym:

- ciag niemalejacy (od pewnego miejsca) i ograniczony z gory jest zbiezny do
granicy, ktora jest kresem gornym zbioru jego wartosci,

- ciag nierosnacy (od pewnego miejsca) i ograniczony z dotu jest zbiezny do
granicy, ktora jest kresem dolnym zbioru jego wartosci.

Zadanie 2. Korzystajac z powyzszego twierdzenia uzasadni¢, ze:

o lim 19" g,

o lim b,=2, by = \/Z bn+1 =2+ b,
n—oo

° "ILmoocn:\@, ca =1, cn+1:1+ﬁ

Zadanie 3. Korzystajac z twierdzenia o ciggu monotonicznym i ograniczonym
wykaza¢ zbieznos¢ ponizszych ciggdw:

— 3n - 141 1 o
aninz—&-l’ b"71+n+1+n+2+"'n+n’ Ch =

_ (n? _ 1 1 1
=G @=wateatTan




Tabelka odczytywania warto$ci pewnych wyrazen:

atoco=00, —00<asx o

a-co=00,0<a<< o

=0, —c0o < a< oo

or =00, 0<a< @

?‘“‘8 ‘m

=—00, —0<a<0

o= =00, 0<a< oo

|e

= =00, —0<a<0

©

a*=0,0"<ax<l1

a* =o00,1<a< >

00? =0, —co<a<0

50? = 00, 0 < b < 00




Symbole nieoznaczone: =,
o0

Tabelka odczytywania warto$ci pewnych wyrazen:

atoco=00, —00<asx o

a-co=00,0<a<< o

2 =00, 0<a<

2 =0, —0<a<o o
o = —00, —00<a<0 o= =00, 0<a< oo
o= =00, —x<a<0

a* =o00,1<a<

a*=0,0"<ax<l1

00? =0, —co<a<0

50? = 00, 0 < b < 00

[e.°]

0
0’

00 — 00,

0-00, 1%, 0O,

)

oo

0



Granice niektorych ciagow:

a) lim £ =0, b) lim &£ =0, a>0 ¢) lim n® = 4occ, a >0
ﬂT*OC e 'ﬂT*OC s ﬂ‘_*mn _

d) lim 2" =0, |z] <1 e) r11151(;1951”.“_-C)o;:1:>'1 f) Jim {a=1a>0

g) lim ¢/n=1 h) lim % =0a>0,a>1 i) lim ©&%—0,n>1

7) ?}ir&%:oc k) nlinoloa.”:oc, a>1 l) n]iugloa":O, la| < 1

m) lim (1 +im=e n) lim (1— el o) im(1+3)"=e*

P) Jim (1+ %)a" =e oile (ay) to clag o wyrazach dodatnich zbiezny do granicy

niewlasciwej (o).



Arytmetyka granic

Dla ciagéw (a,), (b,) zbieznych lub rozbieznych do oo lub —oo mamy :
a) lim (a, £ b,)= lim a, + lim by;

b) lim (a,-b,) = lim a,- lim b,;
n—oo fim anHOO n—oo
<) nILmOO = "Em“’ 5o jesli nIi_)moo b, # 0;
P
d) lim (a,)P = ( lim a,,) , peZ\{0};

f) lim ¥a,= &/ lim a,, k e N\ {1};



Zadanie 4. Obliczy¢ granice ponizszych ciagéw:

3, — (n+7)** b, — n?4+3n—2 = 24+4+46+---+2n
n— (2n—4)7> Y0 7 14243+-+n> 1 (8—3n)(5+7n)°

d. = lim (5n—3)(2—7n) _ 5+4104+15+---+5n f = V4n2—n+1
n = oo 3F6+9++3n> - n+1 v In = T

2
_ /nt3+2ym ho— (3n+7 n 3n—4) i — Van*13n+7
n - y In —

€n

&n = 3 /ant745v0nT 1’ 8n+4 ' 6n+5 3—5n
P 8n611 o _3n_gn o 5'4n72+3,2n+1
Jn=1) %5 kn=Vn+3—=Vn=5, Iy =55, M= S

5 1,1 1
on — (222371 _ Istattos o 144943434 47"
n 4n_3m4 92 I n 1+§+%+,“+3"+1 sy 'n 3.7n -2 I

n? n?
sp= (V92 +7n—1—+/9n2 +16n), t, = (%) Uy = (2":27121)

3n*—n
_ ([ n?-1 _ 3/3 3 _ logy(n+1) o
Vp = ( , Wp = n’ + 3n —Nn, Xp, = Iogz(Tl), Yn = SINNT,

n2
nm

z, = sin 5



Zadanie 4. Obliczy¢ granice ponizszych ciagéw:

2. — (n+7)** b, — _nm43n=2 €. — 244464420
n— (2n—4)7> Y0 7 14243+-+n> 7 (8—3n)(5+7n)°

_ (5n—3)(2—7n) _ 5410415+---45n _ A4nP—nt1
dn = I|m N 376+9+-+3n> En = ntl ;I =50

2
gn = \/n+ 3+2v/n h, = (307 4 3n—4 [ — MA4n?+3n+7
T 3V/4n+745/9n+1° 8n+4 ' 6n45 ) 0 1 3=5n

P 8"6+1 4n _ 5'4n—2+3'2n+1
Jn = Y n—2> kn -V n+3— \% n—>5 / - 5n+4n7 mp = 2.4nt1_g.on >

5
0. — (272371 _ 1+5+z+'“+2,.71 p o 74494343+ 47"
n— 4n43n49 » Fn 1+%+%+..4+3"+1 n — 3.7n_2 y

2 n? 2 n?
2= (VOn2 +7n—1—+/9n2 + 16n), t, = (" *6) , Up = (2"n2++21) :

n2
3n*—n
2
_ ([ n*=1 __ 3/,3 7] __ logy(n+1) o
Vn—(T) , Wp = n+3n —n, Xn_'ng(Tl)’ Yn = SINNT,
z, = sin 7.

(k*—2k—3)n+1

Zadanie 5. Spo$rod ciggéw o wyrazie ogdlnym a,, = —

ktéry ma granice réwna 4.

wybrac ten,



Zadanie 4. Obliczy¢ granice ponizszych ciagdw:

2 — (n+7)** b, — _M43n=2 . _ 244+6+4-42n
T (2n—4)70 TN T 14243440 "1 T (8—3n)(5+7n)

d. — lim (8n=3)2=7n) , _ 5+10415+-45n ¢ _ VA4n®—n+tl
oo 3H6+9+---+3n0 N1 T n+1 M 920

2
_ Vn+3+2y/n h, = 3n+7 + 3n—4 i = V4n2+3n+7
&n = 3V4n+7+59n+1° 7 T \ 8n+4 6n+5 » n T 3—5n

©_ 3/8n%+1 1 /n —5, 374" _ 5.477243.0m
Jn = n6—2> kn - n+3— / T EW T m, = 2.4n+1_g.on >

7+49+343+-+7"
3.7n -2 ’

rn =

_ (2274237 _
Op = ( 4n3n1) ) y Pn = 1+%+%+.H+3n%1
2 ri6\" o \"
= (VOE +7n—1— o2 1 16n), t, = ( 4 ) Uy = (Qnm) :

2-1 3o 3/°3 2 log, (n+1)
— n" — _ — _ H
vnf( ) , wp=+vn?>+3n n, x,,flog:(nﬂ), Yn = SInnm,

n2
z, = sin oF.
Zadanie 5. Spo$rod ciagéw o wyrazie ogdlnym a,, = % wybra¢ ten,
ktéry ma granice réwna 4.
_ (p+T)n’+n

Zadanie 6. Okresli¢, dla jakich wartosci parametru p granica ciagu a, = 5 Tpn?
jest liczba 0.



Zadanie 4. Obliczy¢ granice ponizszych ciagdw:

g — (D™ P n43n-2 o 244464-42n
n = @n—4)7 Pn = 133335 1n 7 = (8=3n)(5+7n)

d. = | (5n—3)(2—7n) — 54104154460 ¢ _ v4n?—ntl
, = lim en = , fy = YAniontl

oo 3+6+9+--+3n’ n+1 9—-2n

2
gn = Vn+3+2y/n h. — 3n+7 + 3n—4 i = V4n2+3n+7
" 3V/4n+7+5v/9n+1" 8n+4 ' 6n+5 ) 0 A 3-5n

P 3/8n%+1 /m 2 /n—5, _ 5.4"7243.0711
Jn = n6—2 > kn - n+3— / - 5n+4n7 m, = 2.4n+1_g.on >

5
o, — (22r+23"1 _ MEtatetay 744943431 47"
n 4743742 B R =S 3772 )

n? n?
n — (\/9”2 +7n—1— \/9”2 + 16”), th, = <n2+6) , Up = (2’7:2_:_21) )

n2
_ ()P e I Y} _ logy(nt1) e
V"—(nz) , wp=+vn3+3n =N, Xn = o2 y1)y Yo = SInNT,
z, = sin OF.
Zadanie 5. Spo$réd ciagéw o wyrazie ogdlnym a,, = % wybrac ten,
ktéry ma granice réwna 4.
Zadanie 6. Okresli¢, dla jakich wartosci parametru p granica ciagu a, = (pi7)n +n

5—7pn?
jest liczba 0.

Zadanie 7. Okreélié dla jakich warto$ci parametru p granica ciggu
_ (P’ +3p—6)n*+n’45

an = 3—pn®

jest liczba 2.



Zadanie . Niech «, (n > 3) oznacza miare kata wewnetrznego n-kata foremnego.
Obliczy¢ granice lim «.
n—oo

Twierdzenie (o trzech ciagach)
Niech dane beda ciagi (an), (bn), (cn). Jesli

an<b,<c, Vn>N

oraz
lim a, = lim ¢, = g,
n—oo n—oo

to lim b, = g.

n—oo




Zadanie . Niech «, (n > 3) oznacza miare kata wewnetrznego n-kata foremnego.
Obliczy¢ granice lim «,.

Twierdzenie (o trzech ciagach)
Niech dane beda ciagi (a,), (bn), (¢n). Jesli

an<b,<c, Vn>N

oraz

lim a, = lim ¢, = g,
n—0o0 n—oo

to lim b, =g.
n—oo

Zadanie 6. Udowodni¢ powyzsze twierdzenie.



Zadanie . Niech «, (n > 3) oznacza miare kata wewnetrznego n-kata foremnego.
Obliczy¢ granice lim «,.
n—oo

Twierdzenie (o trzech ciagach)
Niech dane beda ciagi (a,), (bn), (cn). Jesli

an<b,<c, Vn>N

oraz
lim a, = lim ¢, = g,
n—oo n—oo

to lim b, =g.

n—oo

Zadanie 6. Udowodni¢ powyzsze twierdzenie.
Zadanie 7. Korzystajac z twierdzenia o trzech ciaggach znalez¢ granice ponizszych
ciagéw:

/AT — ~ 5cosn sin>n+2n
3 = VST A AT by = S = T
d§/1+2+ RN T e —
’ 23 n—1""" Vml+1 Vn?+2 vnZ+n



Twierdzenie (o dwdch ciagach)
Niech dane beda ciagi (a,), (bn). Jesli

an<b, VYn>N

oraz

lim a, = o,
n—oo

to lim b, = .
n—oo

Prawdziwe jest réwniez analogiczne twierdzenie dla ciggdw zbieznych do granicy
niewtfasciwej (—o0).
Zadanie . Na mocy powyzszego twierdzenia uzasadni¢, ze:

e lim[4n+(-1)"-n] =00
n—oo
o lim nl__si"’:n = —00
n—oo
; 1 1 1y
o im(zrtyt i) =00
o lim E(*v2) _

=0
n—oo E(Vn?+1)



Podciagiem nazywamy ciag pozostaty po skresleniu pewnej (by¢ moze
nieskoriczonej) liczby wyrazoéw ciagu wyjsciowego.

Twierdzenie

Kazdy podciag ciagu zbieznego (do granicy wtasciwej lub niewtasciwej) jest
zbiezny do tej samej granicy.

Powyzsze twierdzenie daje wygodna metode dowodzenia, ze dany ciag nie ma
granicy.Wystarczy w tym celu wybra¢ z niego dwa podciagi zbiezne do r6znych
granic.

Zadanie 8. Pokaza¢, wskazujac odpowiednie podciagi, ze ciagi

ap, = (—=1)", b, = cosnm, ¢, = [n+ (—1)"n?] nie maja granic.



Granice funkgji

Definicja (sasiedztwa)
1. Sasiedztwem o promieniu r > 0 punktu xg € R nazywamy zbior

S(xo, r) i (o —r,x0 + r)\{xo}-

2. Sasiedztwem lewostronnym o promieniu r > 0 punktu xo € R nazywamy zbior

By

S(xg ,r) = (X0 — r,Xo).

3. Sasiedztwem prawostronnym o promieniu r > 0 punktu xg € R nazywamy zbior

S(x 1) L (x0,% +1).




Definicja (granicy witasciwej funkcji w punkcie wg Cauchy’ego)

Niech xo € R oraz niech funkcja f bedzie okreslona przynajmniej na sasiedztwie
S(xo)- Liczba g jest granica funkcji f w punkcie xo, co symbolicznie zapisujemy w
postaci rownosci lim f(x) = g, wtedy i tylko wtedy, gdy

X—Xp

Ve>035>0Yxes(x0) [(IX = x0| < 6) = (If(x) — gl <e)].

Definicja (granicy lewostronnej wtasciwej funkcji w punkcie wg

Cauchy’ego)

Niech xo € R oraz niech funkcja f bedzie okreslona przynajmniej na sasiedztwie
S(xg ). Liczba g jest granica lewostronng funkcji f w punkcie xo, co symbolicznie
zapisujemy w postaci réwnosci lim f(x) = g, wtedy i tylko wtedy, gdy

X*?)(0

Ves0da50%, sy 100 < %0 —x < 8) = (If(x) — g] < 2]




Definicja (granicy prawostronnej wtasciwej funkcji w punkcie wg

Cauchy’ego)

Niech xg € R oraz niech funkcja f bedzie okreslona przynajmniej na sasiedztwie
S(xg). Liczba g jest granica prawostronng funkcji f w punkcie xo, co symbolicznie
zapisujemy w postaci réwnosci Iim+ f(x) = g, wtedy i tylko wtedy, gdy

X—’Xo

Ves03550%xes(xr) [(0 <x—x0 < 8) = (If(x) — gl <e)].

Zadanie. Korzystajac z definicji Cauchy’ego granicy funkcji w punkcie uzasadnic¢
podane réwnosci:

a) XIiLn2(5 —3x)=-1, b) XIiLn4x2 = 16; c) lim &5 =5
d) lim sinx =0.

Zadanie. Korzystajac z definicji Cauchy’ego granicy jednostronnej w punkcie

uzasadni¢ podane réwnosci:

a) lim (3x—1)=2; b)
x—1+

d) lim cosx =1.
x—0+t

. 3 . 1
lim |827—XX‘ =12; ¢) lim 2x =0;
X—2= x—0—




Dla funkgcji, ktérych wykresy przedstawiono na rysunkach, poda¢ granice
jednostronne w punkcie xo = 1 lub uzasadni¢, ze one nie istnieja:

yl\ yA




>

XV

XV



Twierdzenie (warunek konieczny i wystarczajacy istnienia granicy)

Funkcja f ma w punkcie xo granice (wfasciwa lub niewtasciwa) wtedy i tylko

wtedy, gdy
lim f(x) = lim f(x).

Wspdlna wartos¢ granic jednostronnych jest wtedy granica funkcji.

Zadanie. Dla funkcji, ktérych wykresy przedstawiono na rysunkach, poda¢ granice

w punkcie xg = 1 lub uzasadni¢, ze granica ta nie istnieje:
yA y A

" " y=i(x)

11
x
o
[¢)]
}
[

XV
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XV
o
~
N



1 +
051 y=f(x)
yA
e
y=f(x)
e) \ ;(

y A
11
051 * A=K
) 1
y A
11
0,51 y=f(x)
) :




Twierdzenie (o arytmetyce granic funkcji)

Jezeli funkcje f i g maja granice wtasciwe w punkcie xp, to
1 lim (f(x) + g(x)) = lim f(x)+ lim g(x),
2. lim (f(x) — g(x)) = lim f(x) — lim g(x),

3. lim (f(x) - g(x)) = (Iim f(x)) : ( lim g(x)>,

X X—Xo X—Xg
f lim f(x)
4 x“_%%:ﬁ o ile g(x) # 0,
X*»XO
lim g(x)
5. Jim () = i £0))
X=X X—Xo

1. p+oo=+oodla—00<p<+oo 2.p- () =200 dlal0<p<+00

3.§—0dla—oo<p<+oo 40 =+4oodlal<p<—+o0
5pt®=0dla0t<p<l1 6. p7 =+ocodlal < p< 40
7. (+00)?=0dla —c0 < g <0 8. (+)9 =+4o00 dlal < q< +00




Zadanie. Zbada¢, obliczajac granice jednostronne, czy istnieja podane granice:
1

a) lim i;
x—0 X

d) Iimw [3sinx];

g) XIlrglsgn [x(1—x2)];

. . X+1 .
J) Jim =3
L |x—1
m) lim =1
x—1

T tX

b) Iim0 Xxsgnx;

x2—4 .
=2’

e) lim

x—2

h) lim cos® x—sin® x .

X— I [2x—]

. _1
k) lim e™x;
x—0

n) lim

x—3

x24x—12
(x—3)?




Zadanie. Korzystajac z twierdzeh o arytmetyce granic

a)
d)

)

X——+00

lim
x—1 x®
lim
X— 400

g)x

lim

lim

lim

X—400

—1-

x3—1.
—1
(x+1)* .
x342 1
x2—-1 .
V1-x'
V14x+2,
V14x2 !

X<m—x);

x*45x3+11x%+16x+12 .

x3+16x2+52x+48

b)
) lim
h) i
k) ||

lim

X——00

[¢]

X

2+ !
1+ ¥/x .
1+\/§'

x2—2x—8 .
x2 9x+20’

J/X—10%

x—108 VX107

n) ||m -

q)
t)

w)

lim
x—0 1—cosx

lim

X— — 00

x*45x3+11x2+16x+12

y) lim

x——2

5x79x
3X il
-4,
f 8
sm X .
cos x !

(\/erx)

x3+16x24+52x+48

obliczy¢ podane granice:

2:6% 2%

—4.5x

lim £

X—+00

c)

3_ .2
H H x> —x"4+x-—1,
i) )!T;]l x34x2—x—1"

-3
|) lim 1—sin” x.
x%% cosx !

3
. -1
o) lim £=;
) x—1 x4—1
tg? x+1.

r) lim 52—
) x— I tg? x+5"

u) lim (e —e¥);

X—00



Dla granic funkgcji istnieja odpowiedniki twierdzen o trzech i dwéch ciggach:

Twierdzenie (o trzech funkcjach)

Jezeli funkcje f, g i h spetniaja warunki
1. f(x) < g(x) < h(x) dla kazdego x € S(xo),
2. lim f(x) = lim h(x) = p,

X—Xp

to lim g(x) = p.
X—Xg

5\

Twierdzenie (o dwéch funkcjach)

Jezeli funkcje f i g spetniaja warunki
1. f(x) < g(x) dla kazdego x € S(xp),
2. lim f(x) = +o0,

X—Xg
to lim g(x) = +oo.

X—Xg

5\

Prawdziwe jest analogiczne twierdzenie dla granicy niewtasciwe] —oo.



Zadanie. Korzystajac z twierdzenia o trzech funkcjach obliczy¢ podane granice:

im x2 1y. (T Col ; 21.
a) lim x (2+cosi); b) thoo aud c) XIl)n(}+ Vxsin®
d) lim e*cosx; e) lim /4x+9x; f) lim [x] sin(7x);
X——00 X—+00 x—2 2
. 1. H 2+sin x . H H x+sin® x.
B) Jig, Vxcosa: o h) lim TR LN

. . . 1
i) )!T)’IOX (3 —sin &%)
Zadanie. Korzystajac z twierdzenia o dwéch funkcjach uzasadni¢ podane

réwnosci:

. 24cost ) XY s
a) XILrTS+ NG = +00; b) ||m (smx e*) = —o0;
c) lim [ %] ctg?x = +oc; d) (%7 12]) = —o0;
e) i n % = 400; f) I|T (x® —sinx) = +o0;
g) lim 51— = +o0; h) im 2¢(2 + cos x) =




Ponizej znajduje sie lista podstawowych granic, z ktérych mozna korzystac przy
liczeniu granic funkgji:

Granice podstawowych wyrazen nieoznaczonych

lim Snx =1 lim % =1
x—0 X x—0 X
lim arcsin x -1 lim arctgx _ 1
x—=0 X x—=0 X
lim =1 =Ina, gdzie a >0 lim €1 =1
~>0| (14) x4>0I ();+ )
. og., x) _ 1 . . n x)
linof—lna,gdZIeaeR Xlanoix =1
. a X _ a . . 1 X _
X_Ilmoo(l—k;) = e?, gdzieac€R Xll)rgﬁ(l—&-;) =e
)!Ino % = a, gdzie a€ R XIiLnO(l +x)x=e
Uwaga nr 1 Wzory, w ktérych granice wynosza 1 mozemy w naturalny sposéb
rozszerzy¢ na granice wyrazen odwrotnych, np. prawda jest, ze )!iLno g =L
Uwaga nr 2 Kazdy z powyzszych wzoréw mozna (i nalezy) uogdlnic.
. x_ T o_ .
Przyktadowo, skoro ||m0 eTl =1, to réwniez ||m0 —— 1 — 1, gdzie 0 oznacza
X— X—

pewna funkcje zmiennej x taka, ze IimoD =0.

Uwaga nr 3 Prosze zauwazy¢, ze zdecydowana wiekszo$¢ powyzszych wzoréw
zachodzi dla x — 0. Jesli x — a, gdzie a # 0, to nie mozemy stosowa¢ tych
wzoréw! Mozemy za to sprébowaé dokona¢ zamiany zmiennej tak, aby nowa
zmienna dazyta do 0.



Korzystajac z granic podstawowych wyrazen nieoznaczonych obliczyé podane
granice:

sin 7x . . . —2%.
) Ilm sin 5x ' b) II Oﬁ' C) lino x !
x+1 x* 2x—1
d) lim (3X+5) - e) lim (X +5) - f) fim (1+ %)
) x—o0 \ 3XH7 ' ) x—too \ 2= ' ) x—>+oo( T X2)
. In(1—2x3%) . . T tg ¥/x
lim ==—~2, h ||m sin 3x ctg 5x; i) lim ;
g) x—0 . ) =0 ) ) 0t VX
H e arcsin 3x. =5,
J) X|£n7(1 + cos X) X k) >!L>0 arcsin 2x ' I) ||m0 3x—2x!
2
—3.56% s In(1+x) tg 3x .
||m 53°—35%. n) lim : o) lim ¥
) 1 2T )x~>0 ex—1 )Xﬂg tg 5x
. . In(1+x)—In x s arctg x
lim sin2x. lim . ; r) lim 2=t
p) x—m SINTX! q) X—00 sin(%) ' ) x—0 t&x '
. 8/ 5__ . 73— . _
s) lim YAl t) lim 2=>-1. u) lim Ex-tg2
x—0 X x—p SinTx XD x—2



Praca w grupach

Po zajeciach z granic funkgji (okoto 4 godziny lekcyjne) i ciagtosci (okoto 4
godziny lekcyjne) przejdziemy do omawiania szeregéw liczbowych. W tym celu
podziele Was na 8 grup. Kazda z nich bedzie miata do przygotowania pewne
zagadnienie z teorii szeregdw. Tematyka zostata juz przeze mnie wymyslona, nie
przydzielitem jednak jeszcze oséb do poszczegdlnych grup. Zrobie to na
najblizszych zajeciach na kazdej ze specjalnosci. Celem kazdej grupy bedzie
zreferowanie przydzielonego zagadnienia na zajeciach z szeregéw (2-4 godziny
lekcyjne). To ja wyznaczam osoby z grupy do konkretnych przyktadéw (tak wiec
nalezy by¢ przygotowanym do catego swojego zagadnienia, a nie tylko wybranych
przez siebie fragmentéw). Kolejno$¢ nie jest przypadkowa, referujemy zgodnie z
ponizsza listg zagadnien :
© o Wyjasni¢ pojecia: cigg sum czeSciowych, szereg, suma szeregu, szereg zbiezny,
rozbiezny, szereg o wyrazach nieujemnych, szereg naprzemienny
o Obliczy¢ sumy czeSciowe i nastepnie zbada¢ zbieznos¢ szeregéw:
Zl(*l)"y 2:1 (2n—1)2(2n+1)’ 3'2";"2'3"’ 21 In (1 - n%) )

n=1

i(\/n-i- —2vn+1++/n)




Sformutowaé warunek konieczny zbieznosci szeregu i na jego mocy uzasadnig,
o0

Ze szeregi E %ﬁ, Z cos(sin 1) s rozbiezne.

Opierajac SIQ Jedyme na warunku konlecznym powiedzie¢, Jakle whnioski mozna

wyciagnaé odnoénie zbieznosci szeregu Z a jakie odnosnie Z s
n=1 n=1
Co nazywamy szeregiem geometrycznym, a co szeregiem harmonicznym rzedu

« 7 Poda¢ przyktady.
e Podac¢ tres¢ (ogblnego) kryterium poréwnawczego i ilorazowego.
° Na podstaW|e tych kryterlow zbadac zbieznos¢ szeregow

0 0
sz, LI SE Zsm > Y, > e (75)
n=

n=1 n=1 n=1

o Przytoczy¢ tres¢ kryterium d’AIemberta.
° Korzystajqc z kryterium d'Alemberta zbadaé zbieznos$¢ szeregéw:

32n-1 X (1)
22n7 223" 1 2:1(2,,)'
Podac przyk’rad szeregu, ktérego zbieznosci nie rozstrzyga kryterium
d'Alemberta.

a"n!
nm -

o0
W zaleznosci od parametru a > 0 zbadaé zbiezno$é¢ szeregu >
n=1




©@ o Przytoczyt tres¢ kryterium Cauchy’ego.
° Korzystajqc z kryterium Cauchy'ego zbadac zbiezno$é szeregdw:

no N _22n & (e
Z(m) n; 337 ’12::1 3n
o Podaé¢ przyktad szeregu, ktérego zbieznosci nie rozstrzyga kryterium

Cauchy’ego.
o Ktore kryterium - d’Alemberta czy Cauchy’ego jest silniejsze? Jak to rozumiec?
@ o Przytoczyt tres¢ kryterium kondensacyjnego (inaczej: o zageszczaniu)
Cauchy’ego (najlepiej z Wikipedii w wersji anglojezycznej)
° Na podstaW|e kryterlum kondensacyjnego zbada¢ zbieznos¢ szeregéw:

Z n’ Z Iog n’ Z n(lnln)2 .

Q o Co oznaczaJa hasta :;zereg bezwzglednie zbiezny, szereg warunkowo zbiezny?
o Podaé¢ twierdzenie o zbieznosci szeregéw zbieznych bezwzglednie.
e Zbada¢ zbleznosc bezwzgledna szeregdw:

> sinn, Z( i 3 (3},) (5 1)" Na mocy twierdzenia z
n=1 n=1 n=1

poprzedniego podpunktu, wyciggnaé stosowne wnioski.
Q o Sformutowa¢ kryterium Dirichleta, Abela oraz Leibniza zbieznosci szeregéw.
o Korzystajac z kryterium Leibniza uzasadni¢ zbieznos$¢ szeregéw :
(oo} oo}
—1)" ! n _q)n+1
Z( 21 ? Z( 1 +11 Z(n—%nn'
n=1 n=1
Uwaga. Czasami moga byc przydatne nieréwnosci takie, jak Inn < n oraz
sinx < x <tgxdlaxe(0,%).




Ciagtos¢ funkgji

Definicja (otoczenia punktu)

1. Otoczeniem o promieniu r > Q punktu xo € R nazywamy zbicr

O(%.r)
o o o

O(xo, r) i (o —r;xo+r) Xg T XgtT X

2. Otoczeniem lewostronnym o promieniu r > 0 punktu xg € R nazywamy zbior

O(o.r)
O O >
O(xg ,r) 4 (X0 — r; xo] XgT X

3. Otoczeniem prawostronnym o promieniu r > 0 punktu xqg € R nazywamy zbiér

001
& O
O(xq,r) o [X0; X0 + 1) Xg T

XV




Definicja (funkcja ciagta w punkcie)

Niech xg € R oraz niech funkcja f bedzie okreslona przynajmniej na otoczeniu
O(xo). Funkcja f jest ciagfa w punkcie xo wtedy i tylko wtedy, gdy

lim f(x) = f(x0).

X—Xop

Wskaza¢ punkty, w ktérych funkcje o podanych wykresach nie sa ciagte:

y A y A
y=f(x)
y=f(x)
\ P >
a) \./ \ X b) X
y A y A -
114
/ 0 y=f(x)
- PR i} -




XV



Definicja (funkcja ciagta na przedziale)

Funkgja jest ciagta na przedziale otwartym (a; b), jezeli jest ciagta w kazdym
punkcie tego przedziatu. Funkcja jest ciagfa na przedziale domknietym |[a; b), jezeli
Jest ciagta w kazdym punkcie przedziatu otwartego (a; b) oraz prawostronnie
ciagta w punkcie a i lewostronnie ciaggta w punkcie b.

Definicja (nieciagtos¢ funkgji)

Niech xg € R oraz niech funkcja f bedzie okreslona przynajmniej na otoczeniu
O(x0). Funkcja f jest nieciagta w punkcie xo wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje
granica
lim f(x)
X—Xo
albo gdy
lim f(x) # f(xo)-

X—Xp

Nieciggtos¢ funkcji mozna rozwazac¢ jedynie w punktach nalezacych do jej
dziedziny!



Definicja (Rodzaje nieciagtosci)

1. Funkcja f ma w punkcie xq nieciagtos¢ pierwszego rodzaju, jezeli istnieja granice
wiasciwe lim f(x), lim oraz lim f(x)# f(xo) lub lim f(x) # f(xo).

X—>x°_ X*>X3r x—»xo_ X*>Xl;r
Mowimy, ze funkcja f ma w punkcie xq nieciaggtos¢ pierwszego rodzaju typu
"skok”, jezeli spetnia warunek lim f(x) # lim f(x).

X—Xg K=
Mowimy, Ze funkcja f ma w punkcie xq nieciggtos¢ pierwszego rodzaju typu "luka”,
Jjezeli spetnia warunek lim f(x) = lim_ f(x) # f(xo)-
X—>X0 X"Xo
2. Funkcja f ma w punkcie xq nieciagtos¢ drugiego rodzaju, jezeli nie istnieje lub
Jest niewtasciwa, co najmniej jedna z granic lim f(x), Iim+ f(x).
X—?X0 X—)XO




Zbadac¢ lewostronng i prawostronng ciagtos¢ funkcji we wskazanych punktach:

x> dla x<1,
2) F(x) = 3—x dla x>1 Xo =1
2 _ _
b) f(x) = x*+x—-2 dla x< -2,

x24+5x+6 da x> -2, Xo = —2;
i dla x <0,

c) f(x) = -2 da x=0, x=0;
—sn2x 43 x>0,

) 2= da o x#1,
9 f(x)_{ Dl e xl1, 0T h
x?cost dla x>0,
e) f(x):{ 0 dla x=0, x=0.
e x dla x <0,



Zbada¢ ciagtos¢ podanych funkcji we wskazanych punktach:
7x—2 dla x<1,

D=1 "2 g x>1 0=h
x? dla x<2,
b) £(x) = 2x dla x>2 X0 =2
|x2 —x—6]
C) f(X) — *+2 d/a X ;lé —2, Xo = _9

5 dla x=-2,



Dobra¢ parametry a, b € R tak, aby podane funkcje byty ciagte we wskazanych
punktach:
| Jarctgx| dla |x] <1, _ B
a) Fx) = { x(ax+b) da |x]>1, 2= L=l
|mx o dla x <0,

ax

x+b da x>0,

_ X dla |x| <1, _ L
V=) 2 haxsb dia |x]>1, M= L=l
sinx dla |x|> 7, .

XOZO;

NI

ax+b da |x|<Z, T 7227
2 dla x <0,
aA+b da 0<x<1l x=0, o =1;
3 dla x>1,
x?+ax+b da |x| <2, B o
avx?—1 dla |x|>2, =2 =2
asinx + bcosx dla |x| >
1+tgx dla |x| <
(x—1)® dla x<0,
ax+b dla 0<x<1, x =0, %=1,
VX da x>1,
bs dla |x| <1,
x®+ax+b da |x|>1,

s

) ™
741- X1 = ) X2 =
4

INE

X1:—1, X2:1.



Okreéli¢ rodzaje nieciagtosci podanych funkcji w punkcie xo = 0:
=X dla x <0,
a) f(x) = 0 da x=0,

-1 dla x>0

licos% dla x <0,
b) f(x) = 0 dla x=0,
V/xsin % dla x> 0;
L. dla x#0,
c) f(x) = 1+eX
0 dla x=0;

11 di 0,
d) £(x) = |X‘1[X] dIZ iio



Okresli¢ rodzaje mecqg’rosa podanych funkcji we wskazanych punktach:
XL gla x € (0;1) U (1; +00),
xo =1;

a) f(x) =< vx-1
3 dla x =1,

+2
dla x #0, xo = O;

dla x=0,

dla x #0, o = O;

{
{ dla x =0,
i

Xl

e

x|

o
+
Juy

Im
x

ES

1—x dla x <0,
dla x=0, xg=0;
1+x§ dla x>0,
[xx—l)] xo = 1;
{xarcﬂtgx dla x #0, I

X

f) (x) = dla x =0,



Oto lista twierdzen, ktére zapewne poznacie na wyktadzie. Czasami pomagaja one
szybko rozstrzygnaé ciagtos¢ danej funkgji:

Twierdzenie (o ciggtosci funkcji elementarnych)

Funkcje elementarne sa ciagte w swoich dziedzinach.




Oto lista twierdzen, ktére zapewne poznacie na wyktadzie. Czasami pomagaja one
szybko rozstrzygnaé ciagtos¢ danej funkgji:

Twierdzenie (o ciggtosci funkcji elementarnych)

Funkcje elementarne sa ciagte w swoich dziedzinach.

Twierdzenie (o ciggtosci sumy, réznicy, iloczynu i ilorazu funkcji)

Jezeli funkcje f i g sa ciagte w punkcie xq, to funkcja f £ g, f - g, é (g(x0) #0)
Jest ciagta w punkcie xg.




Oto lista twierdzen, ktére zapewne poznacie na wyktadzie. Czasami pomagaja one
szybko rozstrzygnaé ciagtos¢ danej funkgji:

Twierdzenie (o ciggtosci funkcji elementarnych)

Funkcje elementarne sa ciagte w swoich dziedzinach.

Twierdzenie (o ciggtosci sumy, réznicy, iloczynu i ilorazu funkcji)

Jezeli funkcje f i g sa ciagte w punkcie xq, to funkcja f £ g, f - g, é (g(x0) #0)
Jest ciagta w punkcie xg.

v

Twierdzenie (o ciggtosci funkcji ztozonej)

Jezeli

1. funkcja f jest ciagta w punkcie xp,

2. funkcja g jest ciagta w punkcie yo = f(xo),

to funkcja ztozona g o f jest ciagta w punkcie xqp.




Oto lista twierdzen, ktére zapewne poznacie na wyktadzie. Czasami pomagaja one
szybko rozstrzygnaé ciagtos¢ danej funkgji:

Twierdzenie (o ciggtosci funkcji elementarnych)

Funkcje elementarne sa ciagte w swoich dziedzinach.

Twierdzenie (o ciggtosci sumy, réznicy, iloczynu i ilorazu funkcji)

Jezeli funkcje f i g sa ciagte w punkcie xq, to funkcja f £ g, f - g, é (g(x0) #0)
Jest ciagta w punkcie xg.

v

Twierdzenie (o ciggtosci funkcji ztozonej)

Jezeli

1. funkcja f jest ciagta w punkcie xp,

2. funkcja g jest ciagta w punkcie yo = f(xo),

to funkcja ztozona g o f jest ciagta w punkcie xqp.

Twierdzenie (o ciagtosci funkcji odwrotnej)

Niech | i J beda dowolnymi przedziatami. Jezeli funkcja f : | == J jest Scisle
monotoniczna i ciagta, to funkcja odwrotna f=1 : J 25 | takze jest ciagta.




Trzy wazne twierdzenia dotyczace funkcji ciggtych

Twierdzenie (Bolzano-Cauchy’ego)

Jezeli funkcja f jest ciaggta na przedziale domknietym [a; b] oraz spetnia warunek
f(a)f(b) < 0, to istnieje punkt ¢ € (a; b) taki, ze f(c) = 0.

Uzasadni¢, ze podane réwnania maja jednoznaczne rozwigzania we wskazanych
przedziatach:

a) 4 = x2, (-1,0); b) e~ % (%1)

c) ctgx = x, (1;%); d) x3 +6x—-2=0, (0;1);
e) xsinx =7, E 577’) f) 3+ 57 =09, (1,2);

g) x> +Inx =0, (%1) h)lfs-”‘?xth, (0;%);

i) 3+ x=23,(0;1); JInx+2x=1, (%,1),
k) x1° +x—1=0, (3;1); ) x2x =1, (0; 1).



Twierdzenie (Darboux o wartosci posredniej)

Jezeli funkcja f jest ciagta na przedziale domknietym [a; b] oraz
1. f(a) < f(b),

2. p e (f(a): f(b)),

to istnieje taki punkt c € (a; b) dla ktérego f(c) = p.

Uzasadni¢, ze:

a) funkcja f(x) = eS"* przyjmuje w przedziale [0; 5] wartos¢ 2;
b) funkcja f(x) = sin(mx) + cos(mx) — 1 przyjmuje w przedziale |

1

27

: 1] wartos¢ -1.



Twierdzenie (Darboux o wartosci posredniej)

Jezeli funkcja f jest ciagta na przedziale domknietym [a; b] oraz
1. f(a) < f(b),

2. p e (f(a): f(b)),

to istnieje taki punkt c € (a; b) dla ktérego f(c) = p.

Uzasadni¢, ze:

a) funkcja f(x) = eS"* przyjmuje w przedziale [0; 5] wartos¢ 2;

b) funkcja f(x) = sin(mx) + cos(mx) — 1 przyjmuje w przedziale [};1] wartos¢ -1.
Udowodni¢, ze funkcja ciagta f : [0,1] = [0, 1] posiada punkt staty, tzn. istnieje
taki punkt a € [0, 1], ze f(a) = a.



Twierdzenie (Weierstrassa o ograniczonosci i osigganiu kreséw)

Jezeli funkcja f jest ciagta na przedziale [a; b], to
1. jest ograniczona, tzn. istnieja state m i M takie, ze

m < f(x) < M dla wszystkich x € [a; b];
2. osigga swoje kresy, tzn. istnieja punkty c,d € [a, b] takie, ze

f(c)= inf f(x)orazf(d)= sup f(x).

x€[a;h] x€E|a;b]
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1. jest ograniczona, tzn. istnieja state m i M takie, ze

m < f(x) < M dla wszystkich x € [a; b];
2. osigga swoje kresy, tzn. istnieja punkty c,d € [a, b] takie, ze

f(c)= inf f(x)orazf(d)= sup f(x).
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Uzasadni¢, ze:

@ wéréd prostokatéw wpisanych w koto o promieniu R jest ten, ktéry ma

najwieksze pole;

o wéréd walcéw wpisanych w stozek o promieniu podstawy R i wysokosci H

istnieje ten ktéry ma najwieksza objetos¢;



Ciagtosc kontra ciagto$c jednostajna

Definicja (ciagtosci Cauchy'ego € — §)

Funkcja f jest ciagfa w punkcie xo wtedy i tylko wtedy, gdy

Ve>035>07xe0(x) [(IX = x| < 0) = (If(x) = f(x0)| <€)].
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Inaczej méwigc: funkcja f jest ciagta w punkcie xo, gdy mate zmiany argumentu x
wzgledem tego punktu powoduja mate zmiany wartosci funkcji f(x) wzgledem
f(Xo).
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Definicja (ciagtosci Cauchy'ego € — §)

Funkcja f jest ciagfa w punkcie xo wtedy i tylko wtedy, gdy
Ve035>0Yxe0(x) [(IX = x0| < 0) = ([f(x) = f(x0)| < )]

Inaczej méwigc: funkcja f jest ciagta w punkcie xo, gdy mate zmiany argumentu x
wzgledem tego punktu powoduja mate zmiany wartosci funkcji f(x) wzgledem
f(Xo).

Korzystajac z powyzszej definicji, uzasadnié ciagtos¢ podanych funkcji we
wskazanych punktach:
a) f(x)=2x—-3,x =1, b) f(x) =x*>+1, xo = 2;
c) f(x) = ¥/x, xo = 0; ) f(x) =sinx, xo = 7.

o



Funkcja f jest ciagta na zbiorze A C R, jesli jest ciggta w kazdym punkcie tego
zbioru, czyli

Vx € AVe > 030, >0Vy e Allx —y| <d = |f(x)—f(y)| <el]
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Jednostajna ciggtos¢ jest warunkiem mocniejszym od ciggtosci (z jednostajnej
ciagtosci automatycznie wynika cigglosc).
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Jednostajna ciggtos¢ jest warunkiem mocniejszym od ciggtosci (z jednostajnej
ciagtosci automatycznie wynika ciagtosc).Badajac ciagtosc funkeji f w kazdym
punkcie x € A, dobieramy do € > 0 liczbe § > 0, ale robimy to dla kazdego
punktu x € A osobno. Badajac jednostajng ciagtos¢, dobieramy do € > 0 liczbe
& > 0, ktora jest wspdlna dla wszystkich punktéw x € A.
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zbioru, czyli
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Funkcja f jest jednostajnie ciagta na zbiorze A C R, wtedy i tylko wtedy, gdy
Ve>035. >0Vx e AVy e Allx —y| <d = |f(x) — f(y)| <e]

Jednostajna ciggtos¢ jest warunkiem mocniejszym od ciggtosci (z jednostajnej
ciagtosci automatycznie wynika ciagtosc).Badajac ciagtosc funkeji f w kazdym
punkcie x € A, dobieramy do € > 0 liczbe § > 0, ale robimy to dla kazdego
punktu x € A osobno. Badajac jednostajng ciagtos¢, dobieramy do € > 0 liczbe
& > 0, ktora jest wspdlna dla wszystkich punktéw x € A.

Zadanie. Pokazemy, ze:

e funkcja f(x) = x? jest jednostajnie ciagta na przedziale [0, 2]
o funkcja f(x) = % jest jednostajnie ciggta na przedziale [a, 00), gdzie jest
dowolng dodatnig liczba.



Twierdzenie (Cantora - warunek wystarczajacy jednostajnej ciagtosci)

Funkcja ciagta na przedziale domknietym jest na nim jednostajnie ciggta.
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Twierdzenie

Niech AC R, f : A— R. Nastepujace warunki s3 réwnowazne :
@ funkcja f jest jednostajnie ciaggta na A
@ dla kazdych ciagow (xn), (yn) C A z warunku nIme(X" — ¥a) = 0 wynika, ze
lim (£(xn) — F(yn)) = 0.
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Zadanie. Pokaza¢, ze funkcja f(x) = x* nie jest jednostajnie ciagta na R,

Wskazéwka - wzia¢ x, = n, y, =n+ %



