Topologia

Wiasciwosci geometryczne, niezmiennicze przy
ciggtych deformacjach

Mozna:
rozciggac

giac
Nie mozna:

rozcinaé
ztamac

Jednak mozna rozcig¢ wzdtuz linii, a potem skleié¢
wzdtuz tejze linii:
rozwigzac supet
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Wtasciwosci nietopologiczne

prostolinijnos¢
prostokatnosc

trojkatnosé
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Cata prawda o powierzchniach

Najnowsza wersja tego dokumentu dostepna jest pod
adresem

http://wmii.uwm.edu.pl/~denisjuk/uwm/
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http://wmii.uwm.edu.pl/~denisjuk/uwm/

Przestrzenie topologiczne

zbiory matematyczne z okre$long dodatkowg struktura,
topologia, ktéra pozwala okresli¢ pojecie ciggtosci

powierzchnie
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Rownowaznosc¢ topologiczna

mozna przejs¢ od jednej przestrzeni do drugiej
i z powrotem za pomocg ciggtej deformacji

paczek (torus) jest rownowazny (homeomorficzny)
z filizankg
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Trojkat i okrag

Trojkat i okrag sg rownowazne topologicznie
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Wtasciwosci topologiczne

krawedz:
sfera nie ma krawedzi
potsfera ma

dziurka paczka
zwrdé uwage: dziurka nie nalezy do paczka!
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Wstega Mébiusa

nie jest homeomorficzna z wstegg cylindryczng
(powierzchnig walca):

ma tylko jedng krawedz
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Wstega Mébiusa. llos¢ bokow

wstega Mdbiusa ma tylko jeden bok: nie mozna
pokolorowac w dwa kolory
czy ilos¢ bokéw jest wewnetrzng wtasciwoscig
topologiczng?
czy nie zalezy od zagniezdzenia do przestrzeni?
ile bokdbw ma nasza przestrzen?
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Rownowaznosc¢ topologiczna

f: A — B jest rownowaznoscig topologiczng
(homeomorfizmem), jezel

f jest bijekcja

f jest ciggte

odwzorowanie odwrotne do f tez jest ciggte

sklejanie dwoch kawatkéw gliny nie jest
rownowaznoscig topologiczna:
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Przyktad

podziel powierzchnie na klasy homeomorficznych:
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Butelka Kleina a wstega Mobiusa

butelke Kleina mozna sklei¢ z dwéch wsteg Mébiusa:
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Torus

mozna sklei¢ z kwadratu:
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4 Torus 4
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Wstega Moébiusa. Orientacja

20

powierzchnia nieorientowalna

orientowalnos¢ jest wewnetrzng wtasciwoscig
topologiczng
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Butelka Kleina

nie ma krawedzi:
jest nieorientowalna

mozna sklei¢ z kwadratu:
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Rogata sfera Alexandera

homeomorficzna ze sferg
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Rogata sfera Alexandera

obszar przestrzeni na zewnatrz rogatej sfery
Alexandera nie jest homeomorficzny z obszarem na
zewnatrz zwyktej sfery
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Plaszczyzna rzutowa
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Ptaszczyzna rzutowa a wstega Mébiusa

sklei¢ po krawedzi koto i wstege Mdbiusa
zrobi¢ krawedz wstegi okregiem:
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Grafy

wierzchotki, krawedzie, obrazek grafu:
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Struktura topologiczna grafu
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Niezmienniki topologiczne

aby udowodni¢, ze powierzchnie sg homeomorficzne,
wystarczy ustali¢ miedzy nimi homeomorfizm

jak udowodni¢, ze powierzchnie nie sg
homeomorficzne?

trzeba znalez¢ niezmienniki topologiczne, kiére
odrdzniajg te dwie powierzchnie
dziura w torusie jest cze$cig obszaru poza torusem
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Torus i sfera

kazda domknieta krzywa na sferze dzieli jg na dwie
czesci:
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Graf planarne, przyktady Grafy spdjne
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Wzor Eulera Grafy planarne, sciany

W+S-K=1
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Dowod wzoru Eulera Usungcé krawedz
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W + S — K jest niezmiennicze (czyli jeden)

W + S — K jest niezmiennicze
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Domki i studnie Usunacé wierzchotek
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Sprawdz, zZe to jest niemozliwe

W + S — K jest niezmiennicze
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Triangulacja

powierzchnia = triangulowalna, spéjna przestrzen
topologiczna, bez krawedzi

sfera, torus, butelka Kleina, ptaszczyzna rzutowa
wstega Mbbiusa, ptaszczyzna — nie
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Triangulacja ptaszczyzny rzutowej
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W+S-K=1
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Wzor Eulera na sferze

W+S—-K=2
Wzér Eulera jest niezmiennikiem topologicznym
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Wzor Eulera na torusie

W+S-K=0
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Doklejanie wstegi Mébiusa

standardowa nieorientowalna powierzchnia rodzaju n
to jest sfera z doklejonymi n wstegami Mdébiusa

ptaszczyzna rzutowa, butelka Kleina, etc
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x(P) dla orientowalnych powierzchni

dla powierzchni rodzaju n: x(P) =2 — 2n
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Niezmienniki topologiczne

1. charakterystyka Eulera x(P) =W + S — K
2. orientowalnos¢

p x(P) orientowalna?
sfera 2 tak
torus 0 tak
torus podwdjny -2 tak
ptaszczyzna rzutowa 1 nie
butelka Kleina 0 nie
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Doklejanie raczki

standardowa orientowalna powierzchnia rodzaju n
(genus n) to jest sfera z doklejonymi n rgczkami

sfera, torus, podwajny torus, etc
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Rozcinamy

znajdzmy domknietg krzywa na powierzchni, ktéra nie
dzieli powierzchni na dwie czesci

jezeli takiej krzywej nie ma, to sie zatrzymamy
waski pasek powierzchni po obu bokach od takiej

krzywej jest homeomorficzny z paskiem ze sklejonymi
krawedziami

a wiec to jest:
walec
lub wstega Mdbiusa
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Jezeli pasek jest walcem

wycinamy pasek, a w miejsce dziur wklejamy po
koéteczku

=

zaznaczamy strzatkg kierunek, aby poprawnie wklei¢
Z powrotem
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Powierzchnie nieorientowalne

(o3

po doklejaniu wstegi Mébiousa x(P) zmniejszy sig o 1.

dla powierzchni rodzaju n: x(P) =2 —n
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Klasyfikacja powierzchni

X(P) oraz orientowalnos$¢ rozrdzniajg standardowe
powierzchnie

w szczegoblnosci, wszystkie standardowe
powierzchnie nie sg homeomorficzne

Twierdzenie. Kazda powierzchnia jest
homeomorficzna z jedng ze standardowych
powierzchni

Dowad:
rozetniemy powierzchnie na kawatki

skleimy kawatki z powrotem, aby wynik zostat
homeomorficzny z powierzchnig pierwotna,
otrzymamy powierzchnig standardowg
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Sklejanie. Trzy operacje Jezeli pasek jest wstegg Mobiusa

1. dane sg dwa kétka o przeciwnych kierunkach: doklei¢ wycinamy pasek, a w miejsce jednej dziury wklejamy
koteczko

charakterystyka Eulera sie zwigksza o jeden

raczke <~ —
2. dane jest jedno kétko: doklei¢ wstege Mdbiusa

3. dane sg dwa kétka o zgodnych kierunkach: doklei¢
butelke Kleina (czyli dwa razy operacja 2)

Spotkania z Matematyka — p. 47 Spotkania z Matematyka — p. 45

Powierzchnia orientowalna Dwa twierdzenia

potrzebne sa tylko doklejania raczek Twierdzenie A Charakterystyka Eulera dowolnej powierzchni

nie jest wieksza od 2

wynik bedzie sfer z raczkami Twierdzenie B Jezeli kazda domknieta krzywa na

wynik bedzie homeomorficznym z powierzchnig powierzchni dzieli te powierzchnie na dwa kawatki, to
pierwotng taka powierzchnia jest homeomorficzna ze sferg

Whiosek: w wyniku rozciecia dojdziemy do sfery
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Dualna mapa triangulacji

powierzchnia S jest triangulowalna

okre_élmy dla triangulacji mape dualng, jak na obrazku

A /
i /
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Maksymalne dualne drzewo

drzewo z dualnych wierzchotkdéw

nie mozna rozszerzyc¢, aby zostato drzewem

maksymalne dualne drzewo zawiera wszystkie dualne
wierzchotki
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Powierzchnia nieorientowalna

potrzebna jest przynajmniej jedna operacja 2
(doklejanie wstegi Mdbiusa)

operacje 3 zamieniamy na dwie operacje 2

w przypadku dwdch kétek przeciwnie zorientowanych:
obnies¢ jedno kotko dookota wstegi Mébiusa
orientacja sie zmieni

mamy dwa kotka zgodnie zorientowane
jedna operacja 3
czyli dwie operacje 2

wynik bedzie sferg z wstegami Mdbiusa

wynik bedzie homeomorficznym z powierzchnig
pierwotng Satkaria  Matsmatya —p. 49

Dowod twierdzenia A. y grafu

charakterystyka Eulera grafu N:
X(N)=W - K

sam graf nie ma $cian

X(N) <1 (dla spojnego grafu)
sprowadzamy do drzewa
$ciggamy do jednego wierzchotka

Spotkania z Matematyka — p. 50



Dowaod twierdzenia B

otoczenie drzewa jest homeomorficzne z kotem

podzielmy P na dwie czesci
X — zbior punktow, blizszych do M
Y — zbidr punktéw, blizszych do C

X 1Y sg homeomorficzne z kotem
P jest sklejaniem X i Y, czyli sferg
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Dowod twierdzenia A

niech M bedzie maksymalnym dualnym drzewem,
a C' — uzupetnieniem, zbiorem wierzchotkow
i krawedzi triangulaciji, nie przecinajgcych M
C' jest spojnym grafem
W(P) < W(C)
S(P) <> W (M)
K(P) + K(M)
(

U K(C)
X(P)=x(M)+x 2

0) <
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Dowad twierdzenia B. x(P) = 2

X(P) = x(M) + x(C)

Zatézmy ze x(P) # 2 = x(C) # 1 = C nie jest
drzewem

wiec C' zawiera cykKl

cykl dzieli P na dwie czesci

kazda z tych czesci zawiera wierzchotek mapy dualne;
te dwa wierzchotki mozna potaczy€ Sciezkg z M

taka Sciezka przetnie C'

a wiec x(C) = 1oraz C tez jest drzewem
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