Uproszczenie wyrazen

e+ (y—z)=x+y
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Uproszczenie wyrazen. Szczegoty
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Zastosowanie teorii pierscieni
w praktyce

Najnowsza wersja tego dokumentu dostepna jest pod
adresem

http://wmii.uwm.edu.pl/~denisjuk/uwm/
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Uktady, dla ktorych spetniono 1-8

Z

Q
R
reszty modulo 6

reszty modulo n

Whniosek 2. We wszystkich tych uktadach prawidfowy jest wzor
(a+b)* = a® + 2ab + b*
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Pierscienie

Definicja 3. Zbior X, na ktérym okreslone sa dodawanie i mnozenie,
spetniajgce warunki 1-8 nazywa sie przemiennym pierscieniem

Z jedynka

Uwaga 4. Pierscieniem nazywa sie zbior, na ktérym okreslone sg
dodawanie i mnozenie, spetniajece warunki 1-8 bez 67
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Uproszczenie wyrazen. Zasady

tacznos¢ dodawania (a +b) +c=a+ (b+¢)
przemienno$¢ dodawaniaa +b=b+a
istnieje zero 0, takieze a +0=0+a=a

istnieje liczba przeciwna —a, taka ze
a+(—a)=(-a)+a=0

tacznos¢ mnozenia a(bc) = (ab)c
przemiennos$¢ mnozenia ab = ba
istnieje jedynka 1, taka, zea- 1 =la=a

a(b+c) = ab+ ac

rozdzielczo$¢ mnozenia
(a+b)c=ac+ be
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Twierdzenie

Twierdzenie 1.

(a+b)* = a® + 2ab + b

Dowdd. Za pomocg zasad 1-8
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Dzielenie

9. jezeli a # 0, to istnieje o, element odwrotny, taki ze
a-at=a"'a=1

10. 0 £ 1

Definicja 7. Jezeli dodawanie i mnozenie okreslone na X spetniajg
warunki 1-10, to X nazywa sig ciatfem (niekiedy sie mowi przemiennym
ciatem)
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Przyktady ciat

Q
R

reszty modulo n, jezeli n jest liczbg pierwszg

liczby algebraiczne

liczby algebraiczne postaci a + v/2b, gdzie a,b € Q
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Przyktad pierscienia

Niech dany bedzie niepusty zbiér T’

X bedzie zbiorem podzbioréw T
A+B=(AUB)\(ANB)
A-B=ANB
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Dziatania w pierscieniu X

a+b a-b

Twierdzenie 5. X jest przemiennym pierscieniem z jedynka
Whiosek 6. Va,b € X: (a+ b)*> = a® + 2ab + b?
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Obliczenie pierwiastka
kwadratowego

5
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Jakie liczby mozna skonstruowac?

1,2,3,...,3,5,3,... —cialo Q

liczby p + ¢+/r, gdzie p,q,r € Q — ciato I,
liczby p + ¢+/s, gdzie p, q, s € F; — ciato [y
itakdalej: Q cFy, CcFy, CF3C---CFp i CF,C---

Twierdzenie 11. Kazda konstruowalna liczba nalezy do jednego
z ciatI¥; przy odpowiednio dobranychr, s, . ..
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Podwojenie szescianu

Zadanie 8. Zbudowac szescian o objetosci dwa razy wiekszej, niz dany
szescian

Zadanie 9. Dany jest odcinek dfugosci 1. Skonstruowac (za pomoca
cyrkla i linijki) odcinek diugosci v/2
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Konstrukcje geometryczne

r+s r—s S

rs T

® |3

r S

Whniosek 10. Zbidr K konstruowalnych liczb tworzy ciato (podciato R).
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Pierscien 7.,

dni sg podzielone na klasy: poniedziatek, wtorek,
Sroda, czwartek, pigtek, sobota, niedziela

przyktadowo, Sroda={ ..., —11,—4,3,10,17,... } —
wsystkie liczby, kongruentne z 3 modulo 7, 7¢ + 3

niech [z] bedzie zbiorem liczb, kongruentnych z x
modulo 7

dodawanie [z] + [y] = [z + ]
mnozenie [z] - [y] = [z - y]

pierscien Z;
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Pierscien Z,

niech [z] bedzie zbiorem liczb, kongruentnych z x
modulo n

dodawanie [z] + [y] = [z + ¥]
mnozenie [z] - [y] = [z - y]

pierscien Z,,
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Zatozmy, ze /2 mozna skonstruowaé

V2¢Q

istnieje taki cigg ciat
QcF,cFycFsCc---CF_yCF,C---,ze

V2 ¢ Fy_, oraz /2 € Ty,

\3/§ =D + CJ\/E, gdZie p7qat € ]Fk—ls \/l_f ¢ ]Fk—l

(P* +3pg*t — 2) + (3’ + ¢*)Vt = 0

p® +3pg*t —2=0o0raz 3p’q+¢*t =0

wiec p — ¢/t tez jest pierwiastkiem trzeciego stopnia
z dwdjki

z czego wynika, ze /2 € F;,_,, czyli sprzeczno$é

Spotkania z Matematyka — p. 17

Inne geometryczne zagadnienia

Trysekcja kata
w prypadku kata 60°: skonstruowac pierwiastek
rownania 23 — 3z = 1

Kwadratura kotfa
skonstruowac liczbe =

Wielokat foremny

mozna skonstruowac wtedy i tylko wtedy, gdy liczba

bokdw rowna jest 2" - p; ... py, gdzie p; sg rézne

liczby pierwsze postaci 22° + 1 (liczby Fermata)
przyktadowo, 65 537-kat mozna skonstruowac

(2232 + 1>-kqt nie mozna
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Ciato de Bruijna Liczby zespolone

X={0,1,p,q} a+ bi, gdzie i = —1
+10 1 p q <0 1 p g wprowadzmy liczby zespolone analogicznie do
0/0 1 p g 00 0 0 o pierscienia Z;
111 0 g p 110 1 p q w pierscieniu Z; obowigzuje 7 = 0 = kongruencja
plp g 0 1 P 0 e 1 modulo 7
glg p 1 0 g0 g 1 p w liczbach zespolonych powinno byé z? +1 =0 =
kongruencja modulo 2% + 1
pP+p+1=0 _ .
pytanie: co jest kongruentne?
odpowiedz: pierécien wielomianéw, R[z]
Wspotrzedne na planszy Gra samotnik (solitaire)
(=3,-1) (=2,-1) (-L-1) (0,-1) (L,-1) (2,-1) (3,-1)
(_17 _2) (07 _2) (1a _2)
<_17 _3) (07 _3) (17 _3)

Gdzie moze sie znajdowac ostatni pionek?
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Niezmienniki stanow planszy

A(S) = 3 p*!

B(S) = > p*!

na poczatku gry A(S) = B(S) =1

a wiec na koncu p*t! = pF=l =1

czyli k i [ sg wielokrotnosciami trojki

mozliwe stany: (—3,0), (0, 3), (3,0), (0,—3) oraz (0,0)

(wszystkie sg osiggalne)
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