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1. Obejscie drzewa poszukiwan (szukanie z powracaniem, backtraking)

Definicje 1. Drzewem poszukiwan, o n wierzchotkach nazywa sie graf pusty, jezelin = 0, oraz, przy n > 1, graf, majacy
wierzcholek W, nazywany korzeniem, oraz skonczona (by¢ moze pusta) uporzadkowana ilo$¢ poddrzew poszukiwan
t1,...,tp 0 ny,...,ng wierzchotkach odpowiednio. Przy czym ni +...+ng+1 = n, (v. rysunek 1). Wierzchotek, ktéry
nie ma poddrzew, nazywa si¢ lisciem.

RYSUNEK 1. Drzewo poszukiwan RyYSUNEK 2. Polecenie Up RYSUNEK 3. Polecenie Right

Zadanie 2. Dane jest drzewo poszukiwan. Wydrukowaé¢ wszystkie jego liscie dokladnie jeden raz.

Rozwigzanie. Zalozmy, ze obejscie drzewa wykonuje Robot, znajdujacy sie na poczatku w korzeniu. Uzyjmy nastepu-
jacych polecen:
@ Up — przejécie po pierwszej z wychodzacych krawedzi (rysunek 2).
Right — przejscie do sasiedniego po prawej stronie wierzcholka (rysunek 3).
Down — zejécie o jeden poziom w dél (rysunek 4).
IsUp — ma warto$¢ prawda, jesli istnieje wierzchotek z gory i falsz, jesli z géry nie ma wierzchotka.
@ IsRight — ma warto$¢ prawda, jesli istnieje wierzcholek z prawej strony i falsz, jesli z prawej strony nie ma

wierzchotka.
IsDown — ma warto$¢ prawda, jesli istnieje wierzchotek z dotu i faltsz, jesli z dotu nie ma wierzchotka.
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RySuNEK 4. Polecenie Down Rysunek 5. Klasy lidci
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Niech Robot bedzie w pewnym wierzchotku W. Podzielmy wszystkie liScie na klasy (rysunek 5):

@ Po lewej stronie — $ciezka z korzenia do lidcia skreca w lewo przed wierzchotkiem W.
Po prawej stronie — Sciezka z korzenia do licia skreca w prawo przed wierzchotkiem W.
@ 7 gory — $ciezka z korzenia do liscia idzie przez wierzcholek W.

W szczegodlnosci, jezeli W jest liSciem, to on nalezy do klasy ,z gory”. Dla korzenia klasy ,po lewej stronie” oraz
»po prawej stronie” sa puste. Natomiast klasa ,z gory” zgadza si¢ ze zbiorem wszystkich lisci.
Zostanie potrzebna procedura UpWork, algorytm 1.

Dane: Wydrukowane sa wszystkie liScie po lewej stronie
Wyniki: Wydrukowane sa wszystkie liScie po lewej stronie i z gory
{ Niezmiennik: Wydrukowane sq wszystkie liscie po lewej stronie}
while IsUp do
Up
end while
{ Wydrukowane sq wszystkie liscie po lewej stronie, Robot jest w lisciu}
Work

ALGORYTM 1. Procedura UpWork
Program gléwny dany jest w algorytmie 2

Dane: Robot jest w korzeniu, liécie nie wydrukowane
Wiyniki: Robot jest w korzeniu, licie sa wydrukowane
{ Wydrukowane sq wszystkie liscie po lewej stronie}
UpWork
{ Niezmiennik: Wydrukowane sq wszystkie liscie po lewej stronie i z géry}
while IsDown do
if IsRight then
Right
{ Wydrukowane sq wszystkie liscie po lewej stronie}
UpWork
else {Nie ma z prawej, jest z dotu}
Down
end if
end while
{Robot jest w korzeniu, wiec wydrukowane sq wszystkie liscie}

ALGORYTM 2. Wydrukowanie wszystkich lisci drzewa poszukiwan

Zadanie 3. Wydrukowaé wszystkie wierzcholki drzewa poszukiwan dokladnie jeden raz.

Rozwigzanie. Niech Robot bedzie w pewnym wierzchotku W. Podzielmy wszystkie wierzcholki na klasy (rysunek 6):

@ 7 dotu — $ciezka z korzenia do wierzchotka W przechodzi przez dany wierzchotek.

@ Po lewej stronie — $ciezka z korzenia do wierzcholka skreca w lewo przed wierzchotkiem W.
Po prawej stronie — $ciezka z korzenia do wierzchotka skreca w prawo przed wierzchotkiem W.

Z gory — $ciezka z korzenia do wierzcholka idzie przez wierzcholtek W.

Modyfikacja procedury pomocniczej (cf. 1) dana jest w algorytmie 3.
Program gtéwny podobny jest do algorytmu 2 i podany jest w algorytmie 4.

Uwaga 4. Tlo§é dzialan w algorytmie jest O(n), gdzie n jest iloScia wierzchotkéw.
Zadanie 5. Na szachownicy n x n ustawi¢ n hetmanéw w taki sposéb, zeby zadne dwa hetmany nie atakowaly sie.
Wydrukowaé wszystkie ustawienia.

Rozwigzanie. Na kazdej z n poziomnic powinien znajdowac sie jeden hetman. Nazwiemy k-stanem dowolne ustawienie
k hetmanéw na dolnych k poziomnicach. Okre§lmy drzewo standw (v. rysunek 7). Korzeniem bedzie stan pusty.
7 kazdego k-stanu wychodzi n krawedzi do k + 1 standéw, odpowiadajacym umieszczeniu hetmana numer k£ + 1 na
poziomnicy k + 1. Uporzadkujmy (k + 1)-stany wedlug numeru pionownicy, w ktérej zostal umieszczony (k + 1)-ty
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Rysunek 6. Klasy wierzchotkow

Dane: Wydrukowane sa wszystkie wierzchotki po lewej stronie i z dotu
Wyniki: Wydrukowane sa wszystkie wierzchotki po lewej stronie, z dolu i z gory
{ Niezmiennik: Wydrukowane sq wszystkie wierzcholki po lewej stronie ¢ z dotu}
while IsUp do
Work
Up
end while
{ Wydrukowane sq wszystkie wierzcholki po lewej stronie 4 z dotu, Robot jest w lisciu}
Work
{ Wydrukowane sq wszystkie wierzcholki po lewej stronie, z dotu i z géry}

ALGORYTM 3. Modyfikowana procedura UpWork

Dane: Robot jest w korzeniu, wierzchotki nie wydrukowane
Wiyniki: Robot jest w korzeniu, wierzcholki sa wydrukowane
{ Wydrukowane sq wszystkie wierzcholki po lewej stronie 4 z dotu}
UpWork
{ Niezmiennik: Wydrukowane sq wszystkie wierzcholki po lewej stronie, z dotu i z géry}
while IsDown do
if IsRight then
Right
{ Wydrukowane sq wszystkie wierzcholki po lewej stronie i z dotu}
UpWork
else {Nie ma z prawej, jest z dolu}
Down
end if
end while
{Robot jest w korzeniu, wiec wydrukowane sq wszystkie wierzcholki}

ALGORYTM 4. Wydrukowanie wszystkich wierzchotkéow drzewa poszu-
kiwan

hetman. Otrzymany graf bedzie drzewem poszukiwan i mozna zastosowaé program obejscia drzewa 2, wybierajac do
druku tylko te lidcie, w ktorych hetmany sie nie atakuja.

n"tl_1
n—1

spodziewaé sie algorytmu o skomplikowalnosci O(n™). Mozna powiekszy¢ efektywnosé algorytmu, zmniejszywszy
drzewo. Zauwazmy, ze jezeli w k-stanie dwa hetmany sie atakuja, to nie ma sensu kontynuowaé poszukiwanie po
tej gatezi. Nazwiemy k-stan dopuszczalnym, jezeli hetmany sie nie atakuja. Rozwazmy drzewo, ztozone tylko z dopusz-
czanych stanéw (v. rysunek 8).

Przedstawmy stan za pomoca zmiennej k, iloéci ustawionych hetmanéw, oraz tablicy P;, ¢ = 1,...n, gdzie P;
jest numerem pionownicy hetmana numer ¢, ustanowionego w poziomnicy i. Na przyklad, stanowi A na rysunku 8
odpowiada k = 3, P = (1,4,2, %), w korzeniu k = 0. Przy ¢ > k warto$¢ P; nie jest istotna.

Drzewo poszukiwania, okre$lone w poprzednim akapicie, ma n”™ lidci i wierzcholtkéw. W taki sposéb, mozna
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RYSUNEK 7. Drzewo stanéw w zadaniu o hetmanach szachowych dla

n=2
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RysuNEK 8. Drzewo stanéw dopuszczalnych w zadaniu o hetmanach

szachowych dla n = 4

Wprowadzimy trzy tablice pomocnicze H;, ¢ = 1,...,n, U;, i = 2,...2noraz V;, j =1 —mn,...,n — 1. H; ma
warto$¢ prawda, jezeli na i-ej pionownicy znajduje sie hetman, oraz falsz, jezeli i-ta pionownica jest wolna. U; ma
warto$¢ prawda, jezeli na i-ej prawej przekginej znajduje sie hetman, oraz falsz, jezeli i-ta prawa przekatna jest
wolna. Hetman, umieszczony na poziomnicy y i pionownicy x, znajduje sie na prawej przekatnej x +y, v. rysunek 9. V;
ma wartos¢ prawda, jezeli na i-ej lewej przekgtnej znajduje si¢ hetman, odpowiednio falsz, jezeli i-ta lewa przekatna
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RySuNEK 9. Prawe przekatne RysunNEk 10. Lewe przekatne

jest wolna. Hetman, umieszczony na poziomnicy y i pionownicy z, znajduje sie na lewej przekatnej x —y, v. rysunek 10.
Tablice H, U i V pomogg sprawdzi¢ dopuszczalno$é stanu. Na przyktad, dla stanu A na rysunku 8 tablicy te réwne
sg odpowiednio

(prawda, prawda, falsz, prawda),

H
U = (prawda, falsz, falsz, prawda, prawda, falsz, falsz),
v

(falsz, falsz, prawda, prawda, falsz, prawda, falsz).

W korzeniu wszystkie wartosci tych tablic réwne sg falsz.

Do rozwigzania zadania zastosujemy algorytm 2. Gléwny program, tacznie z dzialaniami wstepnymi, przedstawiony
jest w algorytmie 5.

Dane: n >0
Wyniki: wydrukowane sa wszystkie rozwiazania zadania o hetmanach
k<0
U, — falsz, ..., Uy, < falsz
Vi_n « falsz, ..., V,_, < falsz
H, « falsz, ..., H, «+ falsz
algorytm 2

ALGORYTM 5. Program gléwny do zadania o hetmanach

Do implementacja procedur IsDown oraz Down zauwazmy, ze poziom Robota na drzewie okreslony jest poprzez
warto$é zmiennej k (ilo$ci umieszczonych hetmandéw). W szczegdlnodcei, w korzeniu k = 0. Implementacja procedur
dana jest w algorytmach 6 i 7.

Wyniki: IsDown = falsz <=- Robot jest w korzeniu
if £k =0 then
IsDown « falsz
else {k > 0}
IsDown < prawda
end if

ALGORYTM 6. Procedura IsDown do zadania o hetmanach

Dane: Robot jest w dopuszczalnym stanienie, nie w korzeniu (k > 0)
Wiyniki: Robot jest w dopuszczalnym stanie o jeden poziom nizej

T Ppyye—k

H, «— falsz

Uy—y < falsz

Vety « falsz

k—k-1

ALGORYTM 7. Procedura Down do zadania o hetmanach

W procedurze IsUp trzeba dobraé¢ pionownice dla kolejnego hetmana. W szczegdlnosci, jezeli k = n, i.e. wszystkie
hetmany zostaly umieszczone, IsUp powinno by¢ falsz. Jezeli k < n, to trzeba dobraé¢ taka wartos¢ Py miedzy 1
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Dane: Robot jest w dopuszczalnym k-stanie
Wyniki: IsUp = prawda i numer pionownicy dla kolejnego hetmana zapisany jest w New lub IsUp = falsz i nie ma
mozliwoéci umiesci¢ kolejnego hetmana
if £k =n then
IsUp « falsz
else {k <n}
IsUp « falsz
y—k+1
1
{ Niezmiennik: IsUp = falsz i nie mozna umiescié¢ hetmana w pinownicach 1,...,x — 1 lub IsUp = prawda i
mozna umiedcié hetmana w pionownicy x}
while x < n i IsUp = falsz do
if H, =falsz i U,_, = falsz i V1, = falsz then
IsUp « prawda
else { Pionownica lub jedna z przekgtnych nie jest wolna}
r—ax+1
end if
end while
if IsUp = prawda then
New «+ x
end if
end if

ALGORYTM 8. Procedura IsUp do zadania o hetmanach

Dane: Robot jest w dopuszczalnym k-stanie i mozna umiesci¢ kolejnego hetmana w pinownicy New
Wiyniki: Robot jest w pierwszym dopuszczalnym (k + 1)-stanie.

k—k+1

x <« New

y—k

Pk — X

H, «— prawda

U,—y <+ prawda

Vety < prawda

ALGORYTM 9. Procedura Up do zadania o hetmanach

a n, zeby odpowiednia pionownica i dwie przekatne byly wolne. Jezeli takiej wartosci nie ma, IsUp powinno by¢ falsz.
Jezeli IsUp = falsz, warto$¢ Py nie jest istotna. Implementacja procedury dana jest w algorytmie 8.

W procedurze Up trzeba umiesci¢ kolejnego hetmana w pionownicy Pg41, i. e., oznaczy¢ pionownice i obydwie
przekatne, jako zajete i powiekszy¢ poziom Robota w drzewie. Implementacja procedury dana jest w algorytmie 9.

Procedura IsRight jest podobna do procedury IsUp. Réznica polega na tym, ze dobieramy pionownice dla hetmana
w tej samej poziomnicy. Implementacja procedury dana jest w algorytmie 10.

W procedurze Right trzeba ,zdja¢” hetmana z pozycji (Pg, k) i umiescié¢ jego w pozycji (New, k). Implementacja —
algorytm 11.

W procedurze Work trzeba sprawdzié, czy zostaly umieszczone wszystkie hetmany i, jezeli tak, to wydrukowaé
rozwigzanie. Implementacja dana jest w algorytmie 12.

Dane: Robot jest w lisciu.
Wiyniki: Jezeli lié¢ odpowiada rozwiazaniu, to ono jest wydrukowane
if kK =n then
Wydrukowaé P.
end if

ALGORYTM 12. Procedura Work do zadania o hetmanach
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Dane: Robot jest w dopuszczalnym k-stanie
Wyniki: IsRight = prawda i nowy numer pionownicy dla hetmana k zapisany jest w New lub
IsRight = falsz i nie ma mozliwoéci umiesci¢ hetmana k w tej samej poziomnicy
y—k
r«— P.+1
{ Niezmiennik: IsRight = falsz i nie mozna umiescié hetmana w pionownicach Pyy1, ...,z —1 lub
IsRight = prawda i mozna umiescié hetmana w pionownicy =}
while x < n i IsRight = falsz do
if H, =falsz i U,_, = falsz i V,, = falsz then
IsRight « prawda
else { Pionownica lub jedna z przekgtnych nie jest wolna}
rz—x+1
end if
end while
if IsRight = prawda then
New «— z

end if
ALGORYTM 10. Procedura IsRight do zadania o hetmanach

Dane: Robot jest w dopuszczalnym k-stanie i mozna umiesci¢ hetmana w pionownicy New
Wiyniki: Robot jest w nastepnym dopuszczalnym k-stanie.

T «— P

y—k

H, < falsz

Uy—y « falsz

Vaty « falsz

T < New

P, —x

H, «— prawda

U,—y <+ prawda

Vity — prawda

ALGORYTM 11. Procedura Right do zadania o hetmanach



